Google 



This is a digital copy of a book thaï was prcscrvod for générations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of a project 

to make the world's bocks discoverablc online. 

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to copyright or whose légal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia présent in the original volume will appear in this file - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we hâve taken steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use of the files We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use thèse files for 
Personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do nol send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machine 
translation, optical character récognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encourage the 
use of public domain materials for thèse purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each file is essential for informingpcoplcabout this project and helping them find 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it légal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is légal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countiies. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any spécifie use of 
any spécifie book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search means it can be used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

About Google Book Search 

Google's mission is to organize the world's information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps rcaders 
discover the world's books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



A propos de ce livre 

Ceci est une copie numérique d'un ouvrage conservé depuis des générations dans les rayonnages d'une bibliothèque avant d'être numérisé avec 

précaution par Google dans le cadre d'un projet visant à permettre aux internautes de découvrir l'ensemble du patrimoine littéraire mondial en 

ligne. 

Ce livre étant relativement ancien, il n'est plus protégé par la loi sur les droits d'auteur et appartient à présent au domaine public. L'expression 

"appartenir au domaine public" signifie que le livre en question n'a jamais été soumis aux droits d'auteur ou que ses droits légaux sont arrivés à 

expiration. Les conditions requises pour qu'un livre tombe dans le domaine public peuvent varier d'un pays à l'autre. Les livres libres de droit sont 

autant de liens avec le passé. Ils sont les témoins de la richesse de notre histoire, de notre patrimoine culturel et de la connaissance humaine et sont 

trop souvent difficilement accessibles au public. 

Les notes de bas de page et autres annotations en maige du texte présentes dans le volume original sont reprises dans ce fichier, comme un souvenir 

du long chemin parcouru par l'ouvrage depuis la maison d'édition en passant par la bibliothèque pour finalement se retrouver entre vos mains. 

Consignes d'utilisation 

Google est fier de travailler en partenariat avec des bibliothèques à la numérisation des ouvrages apparienani au domaine public et de les rendre 
ainsi accessibles à tous. Ces livres sont en effet la propriété de tous et de toutes et nous sommes tout simplement les gardiens de ce patrimoine. 
Il s'agit toutefois d'un projet coûteux. Par conséquent et en vue de poursuivre la diffusion de ces ressources inépuisables, nous avons pris les 
dispositions nécessaires afin de prévenir les éventuels abus auxquels pourraient se livrer des sites marchands tiers, notamment en instaurant des 
contraintes techniques relatives aux requêtes automatisées. 
Nous vous demandons également de: 

+ Ne pas utiliser les fichiers à des fins commerciales Nous avons conçu le programme Google Recherche de Livres à l'usage des particuliers. 
Nous vous demandons donc d'utiliser uniquement ces fichiers à des fins personnelles. Ils ne sauraient en effet être employés dans un 
quelconque but commercial. 

+ Ne pas procéder à des requêtes automatisées N'envoyez aucune requête automatisée quelle qu'elle soit au système Google. Si vous effectuez 
des recherches concernant les logiciels de traduction, la reconnaissance optique de caractères ou tout autre domaine nécessitant de disposer 
d'importantes quantités de texte, n'hésitez pas à nous contacter Nous encourageons pour la réalisation de ce type de travaux l'utilisation des 
ouvrages et documents appartenant au domaine public et serions heureux de vous être utile. 

+ Ne pas supprimer l'attribution Le filigrane Google contenu dans chaque fichier est indispensable pour informer les internautes de notre projet 
et leur permettre d'accéder à davantage de documents par l'intermédiaire du Programme Google Recherche de Livres. Ne le supprimez en 
aucun cas. 

+ Rester dans la légalité Quelle que soit l'utilisation que vous comptez faire des fichiers, n'oubliez pas qu'il est de votre responsabilité de 
veiller à respecter la loi. Si un ouvrage appartient au domaine public américain, n'en déduisez pas pour autant qu'il en va de même dans 
les autres pays. La durée légale des droits d'auteur d'un livre varie d'un pays à l'autre. Nous ne sommes donc pas en mesure de répertorier 
les ouvrages dont l'utilisation est autorisée et ceux dont elle ne l'est pas. Ne croyez pas que le simple fait d'afficher un livre sur Google 
Recherche de Livres signifie que celui-ci peut être utilisé de quelque façon que ce soit dans le monde entier. La condamnation à laquelle vous 
vous exposeriez en cas de violation des droits d'auteur peut être sévère. 

A propos du service Google Recherche de Livres 

En favorisant la recherche et l'accès à un nombre croissant de livres disponibles dans de nombreuses langues, dont le français, Google souhaite 
contribuer à promouvoir la diversité culturelle grâce à Google Recherche de Livres. En effet, le Programme Google Recherche de Livres permet 
aux internautes de découvrir le patrimoine littéraire mondial, tout en aidant les auteurs et les éditeurs à élargir leur public. Vous pouvez effectuer 
des recherches en ligne dans le texte intégral de cet ouvrage à l'adresse fhttp: //book s .google . coïrïl 



ŒIIA'RES 



DE LAPLACE 



TOME SECOND 




PARIS 



IMPRIMERIE ROYALE 



M DCCC XLIII 




ŒUVRES 



DE LAPLACE 



II 



ŒUVRES 



DE LAPLACE 



TOME SECOND 




PÏRIS 
IMPRIMERIE ROYALE 



M DCCC XLIII 



••• ! 






•;• 



• 


•«• • • _ 




• • • 


• • • • • 




• • • 


• • • • 


•• 


•-• • • 




• • • . » 




* • •• • 

• • : • .. 
•• ••• • • 


.•• .... 

»^« • • • 


• 

• 

• 

• • • 


• • • • • 


• ••**•! 


• • •• 


* • •• ; 



TRAITÉ 



DE 



MÉCANIQUE CÉLESTE 



IL 



TOME II. tf 



TABLÉ DES MATIÈRES 



CONTENUES DANS LE TOME SECOND. 



SUITE 



DE LA PREMIÈRE PARTIE 



LIVRE TROISIÈME. 

De la figure des corps célestes page i . 

(Ihapitre premier. Des attractions des sphéroïdes homogènes terminés 
par des surfaces du second ordre 3. 

Méthode générale pour transformer une diflércnlielle triple dans une autre 
relative à trois nouvelles variables : application de celte méthode aux attrac- 
tions des sphéroïdes n" i . 

Formules des attractions des sphéroïdes liomogènes terminés par des smfaces 
du second ordre n" 2 . 

Des attractions de ces sphéroïdes , lorsque le point attiré est placé dans leur 
intérieur ou à leur surface : réduction de ces attractions aux quadratures qui, 
lorsque le sphéroïde est de révolution , se changent en expressions finies. Un 
point situé au-dcdans d'une couche elliptique dont les surfaces intérieure 
et extérieure sont semblahles et semblablement situées , est également attiré 
de toutes parts . , n" 3 . 

Des attractions dun sphéroïde elliptique, sur un point extérieur: équation 
remarquable aux différences partielles, qui a lieu entre ces attractions. Si 
l'on fait passer par le point attiré un second ellipsoïde qui ait le même 
centi*e , la même position des axes et les mêmes excentricités que le pre- 
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mier; les attractions des deux ellipsoïdes seront dans le rapport de leurs 

masses n** 4 , 5 et 6. 

Réduction des attractions du sphéroïde aux quadratures qui se changent en 
expressions finies, lorsque le sphéroïde est de révolution n" y. 

Chapitre il Du développement en série, des attractions des sphéroïdes 
quelconques P^g^ 26. 

Diverses transformations de Téquation aux différences partielles des attractions 
des sphéroïdes n" 8. 

Développement de ces attractions, en séries ordonnées par rapport aux puis- 
sances de la distance du centre des sphéroïdes, au point attiré ^° 9- 

Application aux sphéroïdes très-peu différents de la sphère : équation singulière 
qui a lieu entre leurs attractions à la surface n° 1 o. 

Rapport très-simple qui en résulte, entre Texpression en série, de leur attrac- 
tion sur un point extérieur, et leur rayon développé dans une suite de 
fonctions dun genre particulier, données par la nature même des attrac- 
tions , et qui sont du plus grand usage dans la théorie de la figure et des 
mouvements des sphéroïdes, et dans celle des oscillations des fluides qui 
les recouvrent n** 1 1 . 

Théorème général sur fintégration définie des différentielles doubles qui sont 
le produit de deux de ces fonctions ; simplification des expressions du rayon 
du sphéroïde et de son attraction , lorsque Ton fixe forigine du rayon au 
centime de gravité du sphéroïde n° j 2 . 

Des attractions des sphéroïdes sur un point placé dans leur intérieur, et d'une 
couche sur un point situé au-dedans. Conditions pour que le point soit éga- 
lement attiré de toutes parts n** 1 3. 

Des attractions des sphéroïdes très-peu différents de la sphère, et formés de 
couches variables suivant des lois quelconques n** 1 6. 

Extension des recherches précédentes aux sphéroïdes quelconques; réduc- 
tion de leurs attractions en séries d'une forme très-simple ; solution nou- 
velle qui en résulte , du problème des attractions des sphéroïdes ellip- 
tiques n* 1 5 , 1 6 et 1 7 . 

Chapitre m. Dç la figure d'une masse fluide homogène en équilibre, 
et douée d'un mouvement de rotation psig^ 58. 

Équation générale de sa surface dans fétat d'équilibre : Tellipsoïdc satisfait à 
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rette équation. Détermination de cet ellipsoïde. Les pesanteurs au pôle et 
à réqualeur sont dans le rapport du diamètre de Téquateur à Taxe des pôles. 
Deux figures elliptiques et non davantage satisfont à un mouvement angu- 
laire de rotation donné; et relativement à la terre supposée homogène, le 
diamètre de Téquateur est à Taxe des pôles, comme 680,69 est à Funité, 
dans Tellipsoïde le plus aplati; et comme 281,7 est à 280,7, dans Tellip- 
soïde le moins aplati. Une masse fluide homogène ne peut être en équilibre 
avec une figure elliptique, que dans le cas où la durée de sa rotation sur- 
passe le produit de o^ 1009, par la racine carrée du rapport de la moyenne 

densité de la terre, à celle de la masse n* 1 8 , 1 9 et 20. 

Si la durée primitive de rotation est moindre que cette limite, elle augmente 
par Taplatissement de la masse fluide , et quelles que soient les forces pri- 
mitivement imprimées, le fluide, en vertu de la ténacité de ses parties, se 
fixe, à la longue, à une figure elliptique permanente, qui est unique et dé- 
terminée par la nature de ces forces. L'axe de rotation est celui qui , pas- 
sant par le centre de gravité, était, à Forigine, Taxe du plus grand moment 
des forces n*" 2 1 . 



Chapitre iv. De la figure tfun sphéroïde très-peu différent d'une sphère, 
et recouvert d'une couche de fluide en équilibre page 78. 

Équation générale de Téquilibre n"" 22. 

Développement de cette équation lorsque les forces dont le fluide est animé 
sont dues à la force centrifuge du mouvement de rotation, aux attractions 
du fluide et du sphéroïde, et à des attractions extérieures n"" 28. 

Équation de l'équilibre lorsque le sphéroïde et le fluide sont homogènes et de 
même densité. Expression du rayon du sphéroïde et de la pesanteur à la 
surface. S'il n'y a point d'attractions étrangères, cette surface est elliptique, 
et l'ellipticité est f du rapport de la force centrifuge à la pesanteur : la 
diminution du rayon du sphéroïde, de féquateur aux pôles, est proportion- 
nelle au carré du sinus de la latitude; et si l'on prend pour unités le rayon 
et la pesanteur aux pôles , l'accroissement de la pesanteur est égale à la 
diminution du rayon n~ 2A et 25. 

Démonstration directe , et indépendante des séries , que la figure elliptique est 
alors la seule qui convient à l'équilibre n*" 26. 

Dans quelques cas une masse fluide homogène qui recouvre une sphère peut 
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avoii' une infinité de figures différentes d'équilibre. Détermination de ces 
figures n** Î17 et 28. 

Equation générale de Téquilibre des couches fluides de densités variables qui 
recouvrent un sphéroïde * . . • . n* ag. 

Examen du cas où le sphéroïde est entièrement fluide. S'il n'y a point d'attrac- 
tions étrangères, le sphéroïde est alors un ellipsoïde de révolution : les den- 
sités vont en diminuant, et les ellipticités vont en augmentant du centre k la 
surface. Les limites de l'aplatissement sont -j- et -J- du rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur. Équation de la courbe dont les éléments sont dans 
la direction de la pesanteur, du centre à la surface n" 3o. 

Simplification de l'expression des rayons d'un sphéroïde recouvert d'un fluide 
en équilibre , lorsque l'on fixe l'origine de ces rayons au centre de gravité 
de la masse entière que l'on suppose tourner autour d'un de ses axes prin 
cipaux n** 3i et 32. 

Rapports très-simples de la pesanteur, de la longueur du pendule et des degrés 
sur le sphéroïde, à l'expression de son rayon. Moyen facile qui en résulte, 
de vérifier par l'observation les hypothèses que l'on peut imaginer sur les 
lois de la variation des degrés et de la pesanteur. L'hypothèse de Bouguer, 
suivant laquelle la variation des degrés de l'équateur aux pôles est propor- 
tionnelle à la quatrième puissance du sinus de la latitude, est incompatible 
avec les observations du pendule. Raison pour laquelle les aberrations de la 
figure elliptique sont beaucoup plus sensibles dans les degrés du méridien 
que dans les longueurs du pendule n*" 33. 

Les couches du sphéroïde étant supposées elliptiques , la figure du fluide qui 
le recouvre est pareillement elliptique : les variations des rayons terrestres, 
des degrés du méridien et de la pesanteur, sont alors proportionnelles au 
carré du sinus de la latitude : la variation totale de la pesanteur, de l'équateur 
aux pôles, divisée par la pesanteur, est autant au-dessus ou au-dessous de f 
du rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équaleur, que l'ellipticitr 
est au-dessous ou au-dessus de la même quantité n"* ik 

Expressions de l'attraction des sphéroïdes elliptiques, sur un point exté- 
rieur n** 35. 

De la loi de la pesanteur à la surface d'un sphéroïde fluide homogène , l'attrac- 
tion étant comme une puissance de la distance n" 36. 

Moyen d'avoir égard , dans la recherche de la figure des sphéroïdes recouverts 
d'un fluide en équilibre, aux termes dépendants du carré et des puissances 
supérieures de la force centrifuge. On peut assurer que l'équilibre du fluide 
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est rigoureusement possible, quoique Ton ne puisse en assigner ta figure que 
par des approximations successives n"" 87. 

Chapitre v. Comparaison de la théorie précédente avec les observa- 
tions page 1 2 7. 

Équations de la courbe des méridiens terrestres, et de celle que Ton trace par 
les opérations géodésiques. Expressions de la longitude, de la latitude et de 
Tangle azimutal correspondant aux extrémités d'une ligne géodésiqiie tracée 
sur la terre, soit parallèlement, soit perpendiculairement au plan du méri- 
dien céleste. Expression générale du i*ayon osculateur d'une ligne géodésique. 
Parmi toutes les lignes géodésiques qui partent d'un même point, il en 
existe deux perpendiculaires entre elles, et auxquelles correspondent le plus 
grand et le plus petit rayon osculateur. Ces rayons étant donnés, ainsi que 
la position de ces lignes , il est facile d'en conclure le rayon osculateur d'une 
ligne géodésique quelconque, passant par le même point. On peut toujours 
concevoir un ellipsoïde osculateur à un point quelconque de la surface de 
la terre : moyen de le déterminer n" 38. 

Méthodes pour déterminer la figure elliptique dans laquelle le plus grand écart 
des degrés mesurés est, abstraction faite du signe, le plus petit qu'il est pos- 
sible n"* 39. 

Méthode pour déterminer la figure elliptique dans laquelle 1^ la somme des 
ei:reurs des arcs mesurés est nulle ; q° la somme des erreurs prises toutes 
positivement est un minimum n** ko. 

Application de ces méthodes aux degrés des méridiens , mesurés au Pérou , au 
cap de Bonne -Espérance, en Pensylvanic, en Italie, en France, en Autriche 
et en Laponie. Dans l'hypothèse. elliptique, on ne peut pas éviter une erreur 
de 189 mètres sur quelques-uns de ces degrés: l'ellipticité qui correspond 
à ce minimum d'erreur est ^yy. La figure elliptique dans laquelle la somme 
des erreurs des arcs mesurés est nulle, et la somme des erreurs prises positi- 
vement est un minimam, a pour ellipticité yy-^-. Cette figure donne 336 mètres 
d'erreur dans le degré mesuré en Pensylvanie. Résultats principaux des opé- 
rations faites nouvellement en France, par Delambre et Mechain : il suflît 
d'altérer de à^fà les latitudes observées , pour concilier ces mesures avec 
une figure elliptique. L'ellipticité correspondante à ce minimam d*eiTcur, 
est ttVt ♦ ^^ ^® degré du méridien, coupé également par le parallèle moyen, 
est de 99984"**"',8. CeteUipsoïde, que Ton peut regarder comme l'elUpsoïde 
osculateur de la France, satisfait encore, à très-peu près, aux mesures faites 
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en Angleterre, en Italie et dans TAutriche, et même à celles de Pensylvanie 
et de Laponie. L*arc mesuré nouvellement en France, comparé à celui du 
Pérou, donne -5-77 poiir Telliplicité de la terre : longueur du mètre, conclue 
de ces mesures. Quelle que soit la figure de la terre , par cela seul que les 
degrés des méridiens diminuent des pôles à l'équateur, les rayons teiTestres 
augmentent, et la terre est aplatie à ses pôles n** 4 1 . 

Application des méthodes des n** Sg et Ao, à quinze observations de la lon- 
gueur du pendule à secondes. On peut concilier toutes ces observations avec 
une figure elliptique , en n*y admettant qu'une erreur de dix-huit cent-mil- 
lièmes de cette longueur : Tellipticité de la figure correspondante à ce mini- 
mam d*erreur est -—-. Détermination de la figure elliptique la plus vraisem- 
blable que ces observations donnent à la terre : Tellipticité de cette figure 
est yjY- Expression générale de la longueur du pendule à secondes . . n° A a . 

De la figure de Jupiter : son aplatissement observé est dans les limites que lui 
assigne la théorie de la pesanteur n** A3. 

Chapitre vi. De la figure de Fanneau de Saturne page 181. 

Expression générale de Tattraction des anneaux , quelle que soit leur figure gé- 
nératrice. Application au cas où cette figure est une ellipse n° A4. 

Un anneau étant supposé fluide et homogène , Téquilibre peut subsister avec 
une figure génératrice elliptique : détermination de cette figure. La durée 
de la rotation de l'anneau est la même que celle de la révolution d*un satellite 
qui circulerait autour de la planète , à une distance égale à celle du centre 
de la figure génératrice : cette durée est d'environ o^AA pour Tanneau inté- 
rieur de Saturne n° 45. 

Pour la stabilité de l'équilibre des anneaux, il est nécessaire qu'ils soient des 
solides irréguliers dont le centre de gravité ne coïncide point avec leur centre 
de figure n° 46. 

Chapitre vn. De la figure des atmosphères des corps célestes, page 194. 

Équation générale de cette figure. L'atmosphère solaire ne peut pas s'étendre 
jusqu'à l'orbe de Mercure : elle n'a pas la forme lenticulaire que paraît avoir 
la lumière zodiacale, et dans le cas de son plus grand aplatissement. Taxe 
du pôle est à celui de l'équateur dans le rapport de 2 à 3 n" 47. 



TABLE DES MATIERES. ix 

LIVRE QUATRIÈME. 

Des oscillations de la mer et de l» atmosphère page 198. 

Chapitre premier. Théorie du flux et du reflux de la mer Ibid. 

Équations difliérentieiles du mouvement de la mer sollicitée par les forces at- 
tractives du soleil et de la lune xf i 

Application de ces équations au cas où , la terre n'ayant point de mouvement 
de rotation, la profondeur de la mer est constante. Expression générale de 
la hauteur de la mer et de ses mouvements dans cette hypothèse. Uéquilihre 
de la mer n'est alors stable qu en supposant sa densité moindre que la 
moyenne densité de la terre • n° 2 . 

Application des mêmes équations au cas où la terre ayant un mouvement de 
rotation , sa profondeur est une fonction quelconque de la latitude. Équation 
différentielle des oscillations de la mer dans cette hypothèse : il n est pas 
nécessaire de l'intégrer rigoureusement, il suffit d'y satisfaire. L'action du 
soleil et de la lune donne lieu à trois espèces différentes d'oscillations : dans 
la première , la période des oscillations est indépendante du mouvement de 
rotation de la terre; dans la seconde, cette période est d'environ un jour; et 
dans la troisième, elle est à peu près d'un demi-jour n'^S et &. 

Examen des oscillations de la première espèce, en supposant la terre un ellip- 
soïde de révolution. Détermination de ces oscillations, lorsque la profondeur 
de la mer est à très-peu près constante. La partie de ces oscillations qui 
dépend du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire peut être très-considé- 
rable; mais ces grandes oscillations sont anéanties par les résistances que la 
mer éprouve dans son mouvement. En vertu de ces résistances, ces oscilla- 
tions sont à fort peu près les mêmes que si la mer se mettait à chaque ins- 
tant en équilibre sous l'astre qui l'attire n" 5 et 6. 

Des oscillations de la seconde espèce. Détermination de ces oscillations lorsque 
la profondeur de la mer est à très-peu près constante n° 7. 

Expression très-simple des mêmes oscillations, lorsque la terre est un ellip- 
soïde quelconque de révolution. La différence des deux marées d'un même 
jour dépend de ces oscillations. Cette différence est nulle lorsque la pro- 
fondeur de la mer est partout la même n" 8. 

Des oscillations de la troisième espèce. Détermination de ces oscillations lorsque 
la profondeur de la mer est à très-peu près constante if g. 

TOME II. b 
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Expression numérique de ces oscillations , et du flux et reflux de la mer dans 
diverses suppositions sur sa profondeur supposée partout la même. En aug- 
mentant cette profondeur, les oscillations de la troisième espèce approchent 
très-rapidement d'être les mêmes que si la mer se mettait à chaque instant 
en équilibre sous Tastre qui l'attire n~ i o et 1 1 . 

Détermination du flux et du reflux de la mer dans cette dernière hypothèse. 
Les deux marées d*un même jour seraient alors très-diflérentes , à Brest , 
dans les grandes déclinaisons du soleil et de la lune; ce qui, étant contraire 
aux observations, rend l'hypothèse dont il s'agit inadmissible n"" la. 

Chapitre it. De la stabilité de Téquilibre des mers page 2 36. 

Premier théorème. L'équilibre de la mer est stable , si sa densité est moindre 
que la densité moyenne de la terre n** 1 3. 

Deuxièm£ tkéorème. La terre étant supposée un solide de révolution , l'équilibre 
de la mer n'est pas stable, si sa densité ^ale ou surpasse la moyenne densité 
de la terre n" i /i . 

Chapitre iil De la manière d'avoir égard, dans la théorie du flux et du 
reflux de la mer, aux diverses circonstances qui, dans chaque port, 
influent sur les marées P^^ 2^5. 

Équations de la hauteur et des mouvements de la mer, queUe que soit la loi 
de sa profondeur. Les osciUations de la seconde espèce deviennent nulles 
lorsque la profondeur de la mer est constante : elles ne peuvent devenir 
nulles pour toute la terre que dans cette hypothèse. Aucune loi de profon- 
deur ne peut rendre nulles, pour toute la terre, les osciUations de la troisième 
espèce n** 1 5. 

De la théorie des oscillations de la mer, en ayant égard à toutes les circons- 
tances locales qui peuvent les modifier dans chaque port. Cette théorie dé- 
pend des deux principes suivants : 

L'état d'un système de corps dans lequel les conditions primitives du mouvement ont 
disparu, par les résistances qu'il éprouve, est périodique, comme les forces qui 
raniment. 

Le mouvement total d'un système agité par de très-petites forces est la somme des 
mouvements partiels que chaque force lui eut imprimés séparément. 

Expression de la hauteur de la mer qui en résulte, dans le cas où le soleil et 
la lune se meuvent uniformément dans le plan de l'équateur. Les circons- 
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tances locales peuvent rendre nulles dans un port les oscillations de la troi- 
sième espèce ; elles peuvent faire encore que les deux flux lunaire et solaire 
ne soient pas proportionnels aux forces respectives du soleil et de la lune ; 
enfin il peut arriver que les plus grandes et les plus petites marées suivent 
d un intervalle quelconque les syzygies ou les quadratures. Expression de la 
hauteur des marées qui embrasse ces différents cas n*" 1 6, 1 7 et 1 8. 

Expression des marées, en supposant variables les mouvements du soleil et de 
la lune , et leurs distances à la terre. On peut alors réduire faction de cha- 
cun de ces astres à celle de plusieurs astres mus uniformément dans le plan 
de réquateur i^^ 1 9- 

Expression générale des marées, dans le cas de la natm^e où le soleil et la lune 
se meuvent dans des orbites inclinées à Téquateur, ce qui donne lieu aux 
oscillations de la seconde espèce • n^ qo. 

Chapitre iv. Comparaison de la théorie précédente aux observa- 
tions f page 269. 

Des hauteurs des marées vers les syzygies. La hauteur moyenne absolue de la 
marée d un jour est la demi-somme des hauteurs des marées du matin et du 
soir. La marée totale est l'excès de cette demi-somme sur la basse mer in- 
termédiaire. Expression de la hauteur moyenne absolue de la marée d'un 
jour quelconque voisin de la syzygie. Expression de la marée totale du même 
jour • n* n 1 . 

Développement de ces expressions vers les équinoxes et vers les solstices, n'aa. 

Table I des hauteurs moyennes absolues et des marées totales observées à 
Brest, pendant les années 1711, 171a, 171a, 1715 et 1716, un jour avant 
la syzygie, le jour même de la syzygie, et les quatre jours suivants, dans 
vingt-quatre syzygies vers les équinoxes , douze syzygies vers les solstices d*été 
et douze syzygies vers les solstices d'hiver n* 33. 

Expressions qui résultent de Tinterpolation de ces hauteurs , dans l'ensemble 
de toutes les syzygies. Détermination de l'intervalle dont l'instant du 
maximum des marées suit la syzygie. Cet intervalle , à Brest , est de 
1*^,507^4 n*a4. 

La marée totale qui aurait lieu à Brest , si le soleil et la lune se mouvaient 

uniformément dans le plan de l'équateur, serait, dans son maximum, égale à 

6'**,3&90. L'intervalle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers 

les syzygies étant pris pour unité, la diminution de la marée totale en 

partant du maocimum est , par les observations , égale au carré du temps , 

h. 
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multiplié par o°*',io6à. La théorie de la pesanteur donne le même coefTi- 
cient n"* 25. 

Suivant les observations , ce coefficient est o"*, 1 3 1 9 dans les syzygies des équi- 
noxes, et o'**,o8i 1 dans les syzygies des solstices, le même à peu près que 
suivant la théorie. Les marées des solstices sont plus petites que celles des 
équinoxes , à peu près dans le rapport du carré du cosinus de la déclinaison 
des astres à l'unité , conformément à la théorie : la petite différence à cet 
égard peut déterminer Tinfluence des circonstances locales sur le rapport 
des actions du soleil et de la lune n"" 26. 

La variation des distances du soleil à la terre a une petite influence sur les ma- 
rées ; et sm* ce point les observations sont conformes à la théorie ... n° 2 7. 

Leffet de la variation des distances de la lune est très-sensible sur les marées. 
Table III des marées totales dans douze syzygies où la lune était périgée , et 
dans douze syzygies où elle était apogée. L'excès des marées totales péri- 
gées sur les marées totales apogées est exactement le même par les obser- 
vations comme par la théorie. Cet excès est très-propre à faire connaître 
rinfluence des circonstances locales sur le rapport des actions du soleil et 
delà lune, et il en résulte qu'à Brest cette influence est insensible. Les iné- 
galités de la seconde espèce sont peu considérables à Brest, et ne s'y élèvent 
qu'ào~,i83 n»28. 

Expressions des hauteurs moyennes absolues des marées, et des marées totales, 
vers les quadratures. Développement de ces expressions dans les quadratures 
des équinoxes et des solstices i^"" ^9- 

Table IV des liauteurs moyennes absolues et des marées totales observées à 
Brest, pendant les années 1711, 1712, 1714, 1 7 1 5 et 1 7 1 6, le jour de la 
quadrature, et les trois jours suivants , dans vingt-quatre quadratures vers les 
équinoxes, et dans vingt-quatre quadratures vers les solstices n° 3o. 

Expressions qui résultent de l'interpolation de ces hauteurs dans l'ensemble 
de ces quadratures. Le minimam des marées totales suit la quadrature , du 
même intervalle dont leur maximam suit la syzygîe. Si le soleil et la lune 
se mouvaient uniformément dans le plan de l'équateur, la gi*andeur de la 
marée totale dans son minimum serait de 3"*',0990. La comparaison de cette 
marée, à cette même marée dans son maximam, donne l'action de la lune à 
très-peu près triple de celle du soleil dans les moyennes distances. L'inter- 
valle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les quadra- 
tures étant pris pour imité, l'accroissement de la marée totale près des 
quadratures, à partir du minimum, est égal au carré du temps, multiplié par 
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le coefficient o°*,aa7îi , suivant les observations : il est à très-peu près le 
même par la théorie • n^ 3 1 . 

Dans les quadratures des é(juinoxes, ce coefficient est o"*,3 1 a3 ; il est o"*, i Aa i 
dans les quadratures des solstices : la théorie donne, à fort peu près, les 
mêmes résultats. L'effet des déclinaisons du soleil et de la lune est très- 
sensible dans les marées vers les quadratures : il est conforme à la théo- 
rie n" Sa. 

Les marées du soir l'emportent à Brest , sur celles du matin , vers les quadra- 
tures de réquinoxe du printemps; le contraire a lieu vers les quadratures 
de Féquinoxe d'automne, conformément à ce qui doit être en vertu des 
inégalités de la seconde espèce. n^ 33. 

Expression des heures et des intervalles des marées vers les syzygies. . . n^ 36. 

Table des heures des marées totales de la Table I, le jour même de la syzygie, 
et dans les trois jours qui la suivent. Expression de ces heures et de leurs 
retards d un jour à lautre , près du maximum. Ce retard est , par les obser- 
vations, égal à o^oayoSa. En le comparant à la théorie', il donne l'action 
de la lune, à fort peu près triple de celle du soleil. Confirmation de ce 
résultat, par un grand nombre de marées totales observées loin des syzy- 
gies n*" 35. 

Le retard des marées d'un jour à l'autre est d'un huitième environ plus grand 
dans les syzygies des solstices que dans celles des équinoxes , ce qui est à peu 
près conforme à la théorie n° 36. 

Le retard des marées d'un jour à l'autre, vers les syzygies, varie très-sensible- 
ment avec les distances de la lune à la terre : une minute de variation dans 
le demi-diamètre apparent de la lune donne 268'' de variation dans ce re- 
tard. Ce résultat est entièrement conforme à la théorie n° 37. 

Expression des heures et des intervalles des marées vers les quadratures, n"" 38. 

Table des heures des marées totales de la Table IV, relatives aux quadratures. 
Expression de ces heures et de leur retard d'un jour à l'autre, près du mi- 
nimum des marées. Ce retard, suivant les observations, est égal à 0^,08267 ; 
il est à très-peu près le même par la théorie. Ce retard est plus grand dans 
les quadratures des équinoxes que dans celles des solstices , dans le rapport 
de 1 3 à 9 , suivant la théorie ; ce qui est à peu près conforme aux obser- 
vations n"" 39. 

Suivant la théorie , le retard des marées dans les quadratures varie avec la dis- 
tance de la lune à la terre , mais trois fois moins que dans les syzygies ; ce 
que les observations confirment n'^ilo. 
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Expression numéri(pie de la hauteur des marées à Brest. Formule pour dé- 
terminer les plus grandes marées totales qui doivent avoir lieu dans nos 
ports n* 4 1 . 

Formule simple et facile à réduire en table, pour déterminer Theure de la 
pleine mer n® &a . 

Récapitulation des principaux phénomènes des marées, et de leur accord avec 
la théorie de la pesanteur universelle n^ â3. 

Chapitre v. Des oscillations de Tatmosphère page 339- 

Équations générales de ces oscillations. Leur détermination se réduit à celle 
des oscillations de la mer, dans le cas d*une profondeur constante. Expres- 
sion numérique de ces oscillations, dans une hypothèse suffisamment appro- 
chée de la nature, pour donner une idée juste de l'action du soleil et de la 
lune sur Tatmosphère. Cette action peut se manifester par un grand nombre 
d'observations très-précises du baromètre, entre les tropiques. Elle ne peut 
pas produire les vents alizés. Le signe de la déclinaison des deux astres ne 
parait pas devoir influer sensiblement sur les modifications de l'atmos- 
phère n* 44. 

LIVRE CINQUIÈME. 

Des mouvements des corps célestes autour de leurs propres 

CENTRES DE GRAVITE page 344- 

Chapitre premier. Des mouvements de la terre autour de son centre de 
gravité Ibid. 

Équations différentielles de ces mouvements n^ i . 

Recherche des moments d^inertie de la terre, relativement à ses trois axes 
principaux. La sphère n est pas le seul solide dans lequel tous les moments 
dlnertie soient égaux; équation générale du solide qui jouit de cette pro- 
priété n" 2. 

Développement en séries des forces perturbatrices du mouvement de la terre 
autour de son centre de gravité. Ces séries se réduisent à leur premier terme , 
si la surface de la terre est elliptique, et Ton peut toujours déterminer son 
mouvement dans cette hypothèse, sans craindre une erreur sensible. . . n" 3. 

Expressions différentielles très-approchées du mouvement des équinoxes et de 
la nutation de Taxe terrestre , rapportés à un plan fixe * . n** 4. 
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Développement et intégration de ces expressions, en ayant égard à la mobilité 
des orbes du soleil et de la lune n"" 5 et 6. 

Expressions du mouvement des équinoxes et de Tinclinaison de Taxe de la terre 
sur rédiptique vraie. L'action du soleil et de la lune , sur ie sphéroïde ter- 
restre, change considérablement les variations de f obliquité de l'écliptique 
et de la longueur de Tannée, qui auraient lieu en vertu du seul déplacement 
de l'orbe solaire , et les réduit à peu près au quart de leur valeur; ces diffé- 
rences ne sont sensibles qu'après deux ou trois siècles, à partk* d'une époque 
donnée ^ n® 7. 

Les variations du mouvement de rotation de la terre sont insensibles , et ce 
mouvement peut être supposé uniforme n* 8. 

Les variations du jour moyen sont pareillement insensibles , et sa durée peut 
être supposée constante n"* 9. 

Examen de l'influence des oscillations de la mer sur les mouvements du sphé- 
roïde terrestre autour de son centre de gravité. L'analyse conduit à ce théo- 
rème remarquable : Les phénomènes de la précession et de la natation sont 
exactement les mêmes qae si la mer formait nne masse solide avec le sphéroïde 
qa'eUe recoavre n~ 1 o et 1 1 . 

Ce théorème a lieu , quelles que soient les irrégularités de la profondeur de la 
mer, et les résistances qu'elle éprouve dans ses oscillations. Les courants de 
la mer, les fleuves , les tremblements de terre et les vents n'altèrent point la 
rotation de la terre n* 1 2. 

Expressions numériques de l'inclinaison de l'axe de la terre, et de la position 
des équinoxes sur un plan fixe, et sur l'orbite terrestre : formules de la va- 
riation des étoiles en ascension droite et en déclinaison n^ 1 3. 

Conséquences qui résultent des phénomènes de la précession et de la nutation 
sur la constitution de la terre. Ces phénomènes sont les mêmes que si la 
terre était un ellipsoïde de révolution; l'aplatissement de cet ellipsoïde 
est compris dans les limites -^tt ®* tît- Développement des phénomènes 
qui tiennent à la figure de la terre , et de leur accord avec la théorie de la 
pesanteur n* 1 4. 

Chapitre ii. Des mouvements de la lune autour de son centre de 
gravité P^g^ ^09. 

Théorie astronomique de la libration réelle de la lune n"" 1 5. 

Équations différentielles du mouvement de la lune autour de son centre de 
gravité. Expression finie de sa libration réelle. Le moyen mouvement de 
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rotation de la lune est exactement égal à son moyen mouvement de révolu- 
tion autour de la terre , et il participe aux mêmes inégalités séculaires , en 
vertu de l'attraction terrestre sur le sphéroïde lunaire n* 1 6. 

Expressions du mouvement des nœuds et de Tinclinaison de Téquateur lunaire 
sur récliptique vraie. Le moyen mouvement de ces nœuds est égal à celui des 
nœuds de Torbite lunaire, et le nœud descendant de Téquateur lunaire 
coïncide toujours avec le nœud ascendant de Torbite : Tinclinaison moyenne 
de réquateur lunaire à Técliptique vraie est constante. Les mouvements 

' séculaires de Técliptique n'altèrent point ces résultats n** i y. 

Conséquences qui résultent de la libration réelle de la lune sur la figure et la 
constitution du sphéroïde lunaire. La différence entre ses moments d'inertie , 
relatifs à ses axes principaux, est plus grande que dans le cas de l'homogé- 
néité, et dans celui où elle aurait été primitivement fluide n"" 1 8. 

L'action du soleil sur le sphéroïde lunaire n'influe pas sensiblement sur les 
mouvements de ce sphéroïde autour de son centre de gravité n** 1 9. 

C4HAPITRE iiL Des mouvements des anneaux de Saturne autoiu* de leurs 
centres de gravité. page ^29. 

Équations différentielles de ces mouvements; intégration de ces équations. 
Sans la rotation et l'aplatissement de Saturne, les anneaux, en vertu de 
l'attraction du soleil et du dernier satellite de Saturne, cesseraient d'être 
dans un même plan : l'action de Saturne les maintient toujours à fort peu 
près dans le plan de son équateur, ainsi que les orbes des six premiers sa- 
tellites. Les satellites d'Uranus circulant dans un même plan , il en résulte 
que ce plan est celui de l'équateur de cette planète , et qu'elle tourne rapi- 
dement sur elle-même n~ 20, 2 1 et 22. 
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CORRECTION INDIQUEE PAR L'AUTEUR, DANS LA PREMIERE ÉDITION. 

Page 3-1 3, ligne lA, observez que p doit être augmenté de sa trente-neuvième partie. 
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LIVRE TROISIÈME. 



DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES. 



La figure des corps célestes dépend de la loi de la pesanteur à 
leur surface, et cette pesanteur étant elle-même le résultat des 
attractions de toutes leurs parties , elle dépend de leur figure ; la 
loi de la pesanteur à la surface des corps célestes, et leur figure, 
ont donc entre elles une liaison réciproque qui rend la connais- 
sance de Tune nécessaire à la détermination de Tautre : leur 
recherche est ainsi très-épineuse, et semble exiger une analyse 
toute particulière. Si les planètes étaient entièrement solides, 
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elles pourraient avoir des figures quelconques; mais si, comme 
la terre, elles sont recouvertes d'un fluide, toutes les parties de 
ce fluide doivent se disposer de manière qu'il soit en équilibre, 
et la figure de sa surface extérieure dépend de celle du noyau 
qu'il recouvre et des forces qui l'animent. Nous supposerons gé- 
néralement tous les corps célestes recouverts d'un fluide; et, dans 
cette hypothèse, qui a lieu pour la terre, et qu'il paraît naturel 
d'étendre aux autres corps du système du monde, nous déter- 
minerons leur figure et la loi de la pesanteur à leur surface. L'a- 
nalyse dont nous ferons usage est une application singulière du 
calcul aux diffîérences partielles, qui, par de simples difi*érentia- 
tions, va nous conduire à des résultats très-étendus que l'on ne 
peut obtenir que difficilement par la voie des intégrations. 



PREMIERE PARTIE, LIVRE TROISIÈME. 



CHAPITRE PREMIER 



DES ATTRACTIONS DES SPHEROÏDES HOMOGÈNES TERMINJÉS PAR DES SURFACES 

DU SECOND ORDRE. 



1. Nous allons d^abord déterminer Tattraction des corps d'une 
figure donnée. Nous avons déjà déterminé dans le second livre, 
n® 1 1 , cette attraction relativement à la sphère et à une couche 
sphérique : considérons maintenant l'attraction des sphéroïdes 
terminés par des surfaces du second ordre. 

Soient a:, j, z, les trois coordonnées rectangles d'une molécule 
du sphéroïde; en désignant par dM cette molécule, et prenant 
pour unité la densité du sphéroïde que nous supposerons homo- 
gène, on aura 

dM=dx .dy.dz. 

Soient a, b, c, les coordonnées rectangles du point attiré par le 
sphéroïde, et désignons par A, B, C, les attractions du sphéroïde 
sur ce point, décomposées parallèlement aux axes des x, des j et 
des z, et dirigées vers lorigine des coordonnées. Il est aisé de 
voir, par le n® 11 du second livre , que l'on a 



CCC {a—x).dx. dy.dz 



£^ ÇÇ Ç [h^y\dx.dy.dz 



'^*^*^ \{a—xy+{b~yy-h{c—zy\ 
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toutes ces triples intégrales devant être étendues à la masse en- 
tière du sphéroïde. Les intégrations oiFrent, sous cette forme, de 
grandes difficultés, que Ton peut souvent aplanir en transformant 
d'une manière convenable les différentielles : voici le principe 
général de ces transformations. 

Considérons la fonction différentielle P.dx.dy.dz,P étant une 
fonction quelconque de x, y, z. Nous pouvons supposer x fonc- 
tion des variables y et z, et d'une nouvelle variable p : soit 
(p [y, 2, /)), cette fonction; dans ce cas, on aura, en regardant j 
et z comme constants, dx=&.dp, ê étant fonction de y, z et p. 
La différentielle précédente deviendra ainsi, è.P.dp.dy.dz; et 
pour l'intégrer, il faudra substituer dans P, au lieu de x, sa va- 
leur 9(j, z, p). 

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle dif- 
férentielle, y=(p'[z, p, ^), cj étant une nouvelle variable, et 
(^'[z, p, Cj) étant une fonction quelconque des trois variables z, p 
et q. On aura, en regardant z et p comme constants, dy=è\d(i, 
ê' étant fonction de z, p, (j ; la différentielle précédente prendra 
ainsi cette nouvelle forme, &&\P.dp .dq .dz, et pour l'intégrer, 
il faudra substituer dans êP, au lieu àey, sa valeur (p'[z,p,q). 

Enfin, on peut supposer z égal à <p\p, q, r)j r étant une nou- 
velle variable, et (p"{p, q^ ^) étant une fonction quelconque de 
p, q, r. On aura, en regardant/) et q comme constants, dz=ë\dr, 
ê' étant fonction de p, q, r; la différentielle précédente deviendra 
ainsi, &.&\&\P.dp.dq.dr, et pour l'intégrer, il faudra substituer 
dans ê. ê'. P, au lieu de z, sa valeur ^'(p, 7> 0- ^^ fonction diffé- 
rentielle proposée est par là transformée dans une autre relative 
à trois nouvelles variables p, q, r, qui sont liées aux précédentes 
par les équations 

x=(p{y,z,p), y=(p\z,p,q), z=(p\p,q,r). 

Il ne s'agit plus que de tirer de ces équations les valeurs de ê, ê', ê". 
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Pour cela nous observerons qu elles donnent x, y, z, en fonc- 
tions des variables p, cj et r; considérons donc les trois premières 
variables comme fonctions des trois dernières, ê" étant le coeffi- 
cient de dr dans la dîfiFérentielle de z, prise en regardant p et cj 
comme constants, on a 



è": 



(-)• 



ê' est le coefficient de dq, dans la différentielle de y, prise en 
regardant p et z comme constants ; on aura donc €', en différen- 
tiant j, dans la supposition de p constant, et en éliminant dr, au 
moyen de la différentielle de z, prise en supposant p constant, et 
égalée à zéro; on aura ainsi les deux équations 






ce qui donne 



^ ^dq l\dq)'\dr) \dr)-\d<})\ 
•^ ' (dz\ 

[Tr) 



partant 



,_ \dq)'\dr) [drJ'Uq) 

(S) 



Enfin, ê est le coefficient de dp, dans la différentielle de ùi, prise 
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en regardant j et z comme constants; ce qui donne les trois 
équations suivantes : 

^*=(^) •^^/'-*-(^) •^''-^(ë) •^''' 



o 



o 



Si ion fait 



[dp) • \d<i) ' \dr) [dp) ■ [dr) ' [d<,) 

(dx\ (dy\ (dz\ (dx\ (dy\ (dz\ 

[dg) ' [dr) • [dp) [dq) ' [dp) ' [dr) 

[dr)-[dp)[dc,) [dr)'[dq)-[dp)'^ 



on aura 



f^^ '-^P 



ce qui donne 



[dq) • [dr) [dr) ' [dq) 



€ 



[dq) ■ [dr) [dr) " [dq) 



partant, €.€'.€"=£, et la différentielle P.dx.dy.dz est trans- 
formée dans celle-ci, e.P.dp.dq.dr; P étant ici ce que devient P, 
lorsque Ton y substitue pour x, y, z, leurs valeurs en p, (j, r. 
Tout se réduit donc à choisir les variables p, cj, r, en sorte que 
les intégrations deviennent possibles. 

Transformons les coordonnées x, y, z, dans le rayon mené du 
point attiré à la molécule , et dans les angles que ce rayon forme 
avec des droites ou avec des plans donnés. Soit r ce rayon, p 
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l*angle qu'il forme avec une droite menée par le point attiré pa- 
rallèlement à Taxe des x; soit (j l'angle que forme la projection 
de ce rayon sur le plan des j et de z, avec Taxe des j; on aura 

x=a — r.cos.p, y=b — r.sin.p. cos. ^, z=c — r.sin.p. sin.^; 

on trouvera, cela posé, e= — r\sin.p; la difiFérentielle dx.dy.dz 
sera ainsi transformée dans — r\ sm. p. dp. dq .dr: c'est l'expres- 
sion de la molécule dM, et comme cette expression doit être po- 
sitive, il faut, en considérant sin.p, dp, dq, dr, comme positifs, 
changer son signe, ce qui revient à changer celui de e, et à sup- 
poser e=r*.sin.jD. Les expressions de A, B, C deviendront ainsi 

A z=fffdr. dp .dcj. sin. p. cos. p, 
B =zJJJdr. dp .d(j. sin*. p. cos. (j, 
C=fffdr. dp . d(f. sin*. p. sin. (j. 

Il est facile de parvenir d'ailleurs à ces expressions , en observant 
que la molécule rfilf peut être supposée égale à un parallélipîpède 
rectangle dont les trois dimensions sont dr, rdp, et rdq. sin. p, 
et en observant ensuite que l'attraction de la molécule, paral- 
lèlement aux trois axes des x, des y et des z, est — p.cos.p; 

dM . dM . . "^ 

— -.sin.p.cos.tf, et — p.sm.p.sm.^. 

Les triples intégrales des expressions de il, B, C, doivent s'é- 
tendre à la masse entière du sphéroïde : les intégrations relatives 
à r sont faciles; mais elles sont difiFérentes, suivant que le point 
attiré est dans Tîntérieur ou au dehors du sphéroïde; dans le 
premier cas, la droite qui, passant par le point attiré, traverse le 
sphéroïde, est divisée en deux parties par ce point; et, si Ton 
nomme r et r ces parties , on aura 

A=^ff[r-+-r) . dp. d(] .sin .p.cos.p, 
B =,Jf{r-^r) .dp.dt] . sin*. p . cos. q , 
C=ff{r-hr) .dp.dq . sin*. p . sin. q , 
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les intégrales relatives kp et k q devant être prises depuis p et q 
égaux à zéro, jusqu'à p et (j égaux à deux angles droits. 

Dans le second cas, si Ton nomme r le rayon à son entrée dans 
le sphéroïde, et r ce même rayon à sa sortie, on aura 

A —-JJl^r — r) .dp .dc] .siu. p.cos.p , 
B =:iff{r — r) .dp .dcf . sin*. p . cos. ^ , 
C"^ff[r — r) .dp .dcf .sm\p . sin.^, 

les limites des intégrales relatives k p elkc] devant être fixées aux 
points où l'on a r — r=o, c est-à-dire où le rayon r est tangent 
à la surface du sphéroïde. 

2. Appliquons ces résultats aux sphéroïdes terminés par des 
surfaces du second ordre. L'équation générale de ces surfaces, 
rapportée à trois coordonnées orthogonales x, j, z, est 

o=A+B.x+C.y+Ë.z+F.x*+H.xy+L.y'+M.xz+N.yz+0.z\ 

m 

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbi- 
traires, puisque la position de cette nouvelle origine par rapport 
à la première dépend de trois coordonnées arbitraires. Le chan- 
gement de la position des coordonnées autour de leur origine 
introduit trois angles arbitraires; en faisant donc changer à la fois, 
dans l'équation précédente, les coordonnées d'origine et de posi- 
tion, on aura une nouvelle équation du second degré, dont les 
coefficients seront fonctions des précédents et de six arbitraires. 
Si l'on égale ensuite à zéro les premières puissances des coordon- 
nées et de leurs produits deux à deux, on déterminera ces arbi- 
traires , et l'équation générale des surfaces du second ordre pren- 
dra cette forme très-simple : 

c'est sous cette forme que nous allons la considérer. 

Nous n'aurons égard, dans ces recherches, qu'aux solides ter- 
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minés par des surfaces finies, ce qui suppose m et n positifs. Dans 
ce cas, le solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont ce 

que deviennent les variables x, y, z, lorsque Ton suppose deux 

. . k k 
d'entre elles égales à zéro; on aura ainsi k, -— i, —=:, pour ces 

trois demi-axes respectivement parallèles aux œ, aux y et aux z. 

La solidité de Tellipsoïde sera — -j=j ^^ désignant toujours par 

S.yrnn 

TT le rapport de la demi-circonférence au rayon. 

Maintenant, sî, dans l'équation précédente, on substitue, au 
lieu de œ, y, z, leurs valeurs en p, q, r, données dans le numéro 
précédent, on aura 

r*. jcos*.p+m.sin*.p.cos'.^+w.5in*.p.5in*.^} 
— 2r.ja.cos./>+mi.sin.p.cos.^+wc.sin.p.sin.^j=i"— a*— m6*— nc*; 

en sorte que si Ton suppose 

1= a . COS. p-\-mh . sin. p . cos. ^ -f- w c . sm.p . sin. cf , 

L= cos*. p-\-m. sin*. p . cos*. ^ -h n . sin*. p. sin*. q , 

/?=/*-{-{**— a*— mi*— wc*j.L; 
on aura, 

r ï • 

^ L ' 

d'où l'on tire r en prenant le radical en plus, et r en le prenant 
en moins; on aura donc 

, 2./ , n.v/fl 

ce qui donne, relativement aux points intérieurs du sphéroïde. 



j r rdp.dq.I.sm.p.cos.p 

^~^'JJ I ' 

P r rdp,dq.I.sin*.p.cos.q 

JJ ~~^ ~' 

P r rdp.dq.Lsm*.p.sm.q 
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et, relativement aux points extérieurs. 



•// 



dp. dq.sin.p. COS. p. \H 
L 



jy r rdp.dq.sin^.p.cos.q.^H 



'dp.dq.sin*.p.s\n.q.^l{ 
2.11 j^ ; 



■fP 



ces trois dernières intégrales devant être prises entre les deux li- 
mites qui correspondent k R = o. 

3. Les expressions relatives aux points intérieure étant les plus 
simples, nous commencerons par les considérer. Nous observe- 
rons d'abord que le demi-axe k du spbéroïde n entre point dans 
les valeurs de / et de L; les valeurs de il, JB, C en sont par 
conséquent indépendantes; d'où il suit que l'on peut augmenter 
à volonté les couches du sphéroïde supérieures au point attiré, 
sans changer l'attraction du sphéroïde sur ce point, pourvu que 
les valeurs de m et de n soient constantes. De là résulte le théo- 
rème suivant : 

Un point placé au dedans d'une couche elliptique dont les sur- 
faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement 
situées, est également attiré de toutes parts. 

Ce théorème est une extension de celui que nous avons démon- 
tré dans le second livre, n** 12, relativement à une couche sphé- 
rique. 

Reprenons la valeur de A : si l'on y substitue, au lieu de / et 
de L, leurs valeurs, elle devient 

j_ [* [^dp.dq.sin.p.cos.p.\a.cos.p+mb.sin.p.cos.q +nc,s\n.p.s\n.(i\ 
" J J cos*,p+m.s\n*.p.cos^.q+n.sin*.p.sin*.q 

Les intégrales relatives à p et à ^, devant être prises depuis p et 
q égaux à zéro, jusqu'à p et q égaux à deux angles droits, il est 
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clair que Ton a généralement JPrfp.cos.p=o, P étant une fonc- 
tion rationnelle de sin.p et de cos\p, parce que la valeur de p 
étant prise à égale distance au dessus et au dessous de l'angle droit, 
les valeurs correspondantes de P.cos.p sont égales et de signe 
contraire; on aura ainsi 



^jJcos\ 



dp.dq ,s\n.p,cos*,p 



p + m, sm*. p . CCS*. q + n, sm*. p. sin*. q 



Si Ton intègre par rapport à q, depuis ^=o, jusqu'à q égal à deux 
angles droits, on trouvera 

2an r dp. sin.p, cas*, p 



\/mn J 



l'intégrale devant être prise depuis cos.p=i , jusqu'à cos.p= — i . 
Soit cos.p=x, et nommons M la masse entière du sphéroïde; on 

aura , par le n"" i , M= , et par conséquent -— = = -17 ; 

i.^mn \Tnn 

on aura donc 



oM r 



x^.dx 




l'intégrale étant prise depuis a; = o jusqu'à x=i. 

En intégrant de la même manière les expressions de B et de 
C, on les réduirait à de simples intégrales; mais il est plus facile 
de tirer ces intégrales de l'expression précédente de A. Pour cela, 
on observera que cette expression peut être considérée comme 

k* k* 

une fonction de a et des carrés fc*, — , et — des demi-axes du 

m n 

sphéroïde, parallèles aux coordonnées a, i, c du point attiré; en 
nommant donc &'• le carré du demi-axe parallèle à 6, et, par con- 
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séquent, k'\m, et — ■ — , les carrés des deux autres demi-axes; B 



n 

m 



sera pareille fonction de b, k'\ k'\m et k'\ — ; il faut ainsi, pour 



k 



avoir B, changer, dans Texpressîon de il, a en 6, A en k\ ou — zz; 

y/m 

m dans — , et n dans — ; ce qui donne 



m m 



B 



36M r m*,x*dx 






Soit 




1-f- 



[m — i).a;*|.|i-l-( |.a;*| 



t 

x= 



on aura 

B 



\/m+{i—m).t* 



361/ /* t'dt 






1 j 



^)-"rh(^)-'i 



l'intégrale relative à t devant être prise, comme l'intégrale relative 
à X, depuis t=^o jusqu'à f=i , parce que x = o donne t=o et 
x=i donne t=i. 

Il suit de là que si Ton suppose 



i — m 



" J\/(i+V.a;').(i+V'.a;') 



m n 'v/(i+V.a;').( 

on aura 



R— 36M 



' A d^ y 

Si l'on change dans cette expression 6 en c, X en X' et réciproque- 
ment, on aura la valeur de c. Les attractions il, JB, C du sphé- 
roïde, parallèlement à ses trois axes, sont ainsi données par les 
formules suivantes, 

. 3aM „ o UM /d.\F\ ^ 3cA/ /d.\'F\ 
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On peut observer que ces expressions ayant lieu pour tous les 
points intérieurs, et, par conséquent, pour les points infiniment 
voisins de la surface , elles ont lieu pour les points mêmes de la 
surface. 

La détermination des attractions du sphéroïde ne dépend ainsi 
que de la valeur de F; mais, quoique cette valeur ne soit qu une 
intégrale définie, elle a cependant toute la difiîculté des intégrales 
indéfinies, lorsque X et X' sont indéterminées; car, si Ton repré- 
sente cette intégrale définie, prise depuis x=o jusqu'à x=i, 
par <p{y<\ X'*), il est aisé de voir que l'intégrale indéfinie sera 
x\ (p (X*a:% y!*af) ; en sorte que la première étant donnée, la seconde 
Test pareillement. L'intégrale indéfinie n'est possible en elle-même 
que lorsque l'une des quantités X et X' est nulle, ou lorsqu'elles 
sont égales : dans ces deux cas, le sphéroïde est un ellipsoïde de 
révolution, et k sera son demi-axe de révolution, si X et X' sont 
égaux. On a, dans ce dernier cas. 

Pour en conclure les difiFérences partielles f ' ■ \ et f ' , J, qui 
entrent dans les expressions de B et de C, on observera que 



^^=H-^y^{^ïP)-^- 



d\ d'k' 



\ ■ X' " 



or on a, lorsque X est égal à X', 



{d.-xF \ _ ( d.\'F \ 
\ d-k ) — \ d-k' )' 



dx dW 



partant 






d'k=^X.dF-hF.d'k=-^.d.'k'F. 
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En substituant, au lieu de F sa valeur, on aura 

> ) 



(d.-kF\ 1 ( . . 



1 + X')' 

on aura donc relativement aux ellipsoïdes de révolution, dont h 
est le demi-axe de révolution, 

. 3a. A/ i . . « i 

D 36.M ( , r X 1 

x^ 3c.A/ 1 ^ ^ > ) 

4. Considérons présentement l'attraction des sphéroïdes sur 
un point extérieur. Cette recherche présente de plus grandes 
difficultés que la précédente, à cause du radical \/ft qui entre 
dans les expressions différentielles, et qui rend, sous cette forme, 
les intégrations impossibles. On peut les rendre possibles, par 
une transformation convenable des variables dont elles sont fonc- 
tions; mais, au lieu de ce moyen, j'ai fait usage de la méthode 
suivante, uniquement fondée sur la différentiation des fonctions. 

Si Ton désigne par V la somme de toutes les molécules du 
sphéroïde, divisées par leurs distances respectives au point attiré, 
et que l'on nomme x, j, z, les coordonnées de la molécule dM 
du sphéroïde, et a, b, c, celles du point attiré, on aura 

J \/ {a—xy+{b—yy+{c~z)' 

9 

En désignant ensuite, comme précédemment, par A, B, C, les 
attractions du sphéroïde parallèlement aux axes des x, des y et 
des z, et dirigées vers leur origine, on aura 

^ _ r {a-x).dM (dV^ 
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On aura pareillement 

d'où il suit que si Ton connaît V, il sera facile d'en conclure, par 
la seule différentiation, Tattraction du sphéroïde parallèlement à 
une droite quelconque , en considérant cette droite comme une 
des coordonnées rectangles du point attiré : remarque que nous 
avons déjà faite dans le second livre, n** 11. 

La valeur précédente de V, réduite en série, devient 



i 2ax+2by+2cz—x*—y*—z^ \ 
J i/a»+6»+c«') ,5 \ 2ax+2by+2cz-x'-y'-z'\' , ^^^ 



Cette série est ascendante relativement aux dimensions du sphé- 
roïde, et descendante relativement aux coordonnées du point at- 
tiré. Si Ton n*a égard qu'à son premier terme, ce qui suffit lorsque 
le point attiré est à une très-grande distance, on aura 



M 



M étant la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus 
exacte encore si Ton place Forigine des coordonnées au centre de 
gravité du sphéroïde; car on a, par la propriété de ce centre, 

fx . dM= o , fy. dM= o , fz. dM= o ; 

en sorte que si Ton considère comme une très-petite quantité du 
premier ordre le rapport des dimensions du sphéroïde à sa dis- 
tance au point attiré, Téquation 
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sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons 
présentement cliercher une expression rigoureuse de V relative- 
ment aux sphéroïdes elliptiques. 

5. Si Ton adopte les dénominations du n"" 1, on aura 

V= I = fff^dr . dp . d(]. sin.p=Y. yy(r* — r*) . dp . dq. sin.^. 

En substituant, au lieu de r et de r, leurs valeurs trouvées dans 
le n"* 1, on aura 

dp,dq.sin.p,I.\R 



Hf 



Reprenons les valeurs de il , B, C, relatives aux points extérieurs , 
et données dans le n** 2 , 



A r r dp. dq. sin. p. cos.p.^R 

^-'Jj z ' 

jy r rdp.dq.sin.*p.cos.q.\R 



•// 



dp.dq.sin.*p.sin.q,\R 



Puisquaux limites des intégrales, on a y/fl=io, il est facile de 
voir qu'en prenant les premières différences de V, A, B, C, par 
rapport à Tune quelconque des six quantités a, b, c, k, m et n, 
on peut se dispenser d'avoir égard aux variations des limites ; en 
sorte que l'on a, par exemple, 






I 



da 



car l'intégrale i P--^ P- V ^^^^ ^^^,3 ^^g limites, à très-peu près 
proportionnelle k R\ ce qui rend nidle sa différentielle à ces 
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limites. Cela posé, il est aisé de s'assurer par la différentîation 
que si , pour abréger, on fait 

a.A-hb.B-hc.C=F, 

on aura entre les quatre quantités B, C, F et V, Téquation sui- 
vante à difiFérences partielles , 

o=j-±±£-:j...t(4^)-(-)|^...(._., 

-'■•(^)-H(^)-(4^)-^ 

On peut éliminer de cette équation les quantités B, C et F au 

moyen de leurs valeurs -(-^),-(4r). et-«.(-^)-i.(4r) 
— C. (-1 — J; on aura ainsi une équation aux difiFérences partielles 
en V seul. Soit donc 

.v = M .V, 



s.V'w/i 



M étant par le n"" 1 la masse du sphéroïde ellipticpie ; et au lieu 
des variables m et n, introduisons celles-ci, d et ^, qui soient 
telles que l'on ait 

6 sera la difiFérence du carré de l'axe du sphéroïde, parallèle aux y, 
au carré de l'axe parallèle aux x; ^ sera la difiFérence du carré de 
l'axe des z au carré de l'axe des x; en sorte que si Ton prend pour 
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Taxe des x le plus petit des trois axes du sphéroïde , \/(9 et y/^w 
seront ses deux excentricités. On aura ainsi 



[dm) ^'\m*'\de) 

(4^)=-^-l^(£) 



V 



2m 

V 

2n 



Fêtant considéré, dans les premiers membres de ces équations, 
comme fonction de a, b, c, k, m et n; et v étant considéré, dans 
leurs seconds membres, comme fonction de a, b, c, 6, ^ et k. 
Si Ton fait 



EL 
dm 

dV 



on aura F= — MQ, et Ton aura les valeurs de k. (-tt-) » ( 
l-i — I , en changeant dans les valeurs précédentes de k. [- ,, 

i-i — I et [-i—) 1 V dans — Q. De plus, V et F sont des fonctions 

homogènes en a, b, c, k, y/Ô^et \/^, de la seconde dimension; 
car V étant la somme des molécules du sphéroïde divisées par 
leurs distances au point attiré , et chaque molécule étant de trois 
dimensions, V est nécessairement de deux dimensions, ainsi 
que F, qui a le même nombre de dimensions que V; v et Q sont 
donc des fonctions homogènes des mêmes quantités, de la dimen- 
sion — i; ainsi Ton aura , par la nature des fonctions homogènes. 



équation que Ton peut mettre sous cette forme , 
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On aura pareillement 

-(§>K§)-(§)-«(w)--(§)-K§)=-<^- 

Cela posé, si, dans l'équation (i), on substitue, au lieu de F et de F, 
et de leurs dififérences partielles, leurs valeurs précédentes; si de 

plus on y substitue . ^ , au lieu de m, et -p — au lieu de n, 

on aura 

<'=('''-'"-^-)-hi'3-ih(§)-'-(§)--(§)!] 
-"'•(^)+-(f)-T"'(S)-T--(S)- 

6. Concevons la fonction v réduite dans une série ascendante 
par rapport aux dimensions k, sJQ et y£ du sphéroïde, et par 
cons)iquent descendante relativement aux quantités a, 6, c : cette 
suite sera de la forme suivante : 

V = U'^'^ -+- f/<')-+- f/(*^ -4- U^'^ -4- etc. 

U^'\ U^^\ U^*\ etc. étant les fonctions homogènes de a, b, c, A, y5 
et y&, et séparément homogènes relativement aux trois pre- 
mières et aux trois dernières de ces six quantités; les dimensions 
relatives aux trois premières, allant toujours en diminuant, et 
les dimensions relatives aux trois dernières, croissant sans cesse: 
ces fonctions étant de la même dimension que v, elles sont toutes 
de la dimension — i. 

Si Ton substitue dans Téquation (2), au lieu de v, sa valeui* 
précédente en série; si Ton nomme s la dimension de U^"^ en k, 
yjB et sfâ, et par conséquent — s — 1 Sa dimension en a, J, c; si 
l'on nomme parefflement s la dimension de IP'^'^ en k, \/0^et sj^. 
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et par conséquent — s' — i sa dimension en a, h,c; si l'on consi- 
dère ensuite que, par la nature des fonctions homogènes, on a 

on aura, en rejetant les termes d'une dimension supérieure en 
k, \Jd et \f&, à celle des termes que Ton conserve, 

x(.^0.*-.(^)-(-).«--(^) 



t/<**" 



-|-s'.(s'-f-3) (a'-h6*H-c') 



(3) 



Cette équation donne la valeur de f/^*"*"'^ au moyen de U^'^ et de 
ses diflférences partielles; or on a 



(/(o) 



1 1 



[a'+h'+c')' 



puisqu en n'ayant égard qu'au premier terme de la série , nous 
avons trouvé, dans le n° 4, 

M 



1 7 



en substituant donc cette valeur de i/^"- dans la formule précé- 
dente, on aura celle de U^'^\ au moyen de celle de U^'\ on aura 
celle de U^^\ et ainsi de suite. Mais il est remarquable qu'aucune 
de ces quantités ne renferme k; car il est clair, par la formule (3), 
que £/^"^ ne renfermant point /î, f/^'^ ne le renfermera pas; que 
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U^'^ ne le renfermant point, f/^*^ ne le renfermera pas, et ainsi 
du reste; en sorte que la série entière f/^"^-hf/^"^-+-£/^*^-h etc. est 

indépendante de k, ou, ce qui revient au même, (-jr) = o. Les 
valeurs de v, — {^)» — (ttâ)» — (-7-) sont donc les mêmes pour 
tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés, et qui oijt 
les mêmes excentricités \/0 et yQ; or — M.l-j-)^ — ^'\7h)' 
— ilf . (-i-| expriment, par le n° 4, les attractions du sphéroïde 

parallèlement à ses trois axes ; donc les attractions de difiFérents 
sphéroïdes elliptiques qui ont le même centre, la même position 
des axes, et les mêmes excentricités sur un point extérieur, sont 
entre elles comme leurs masses. 

Il est aisé de voir, par la formule (3) , que les dimensions de 
U^'\ U^'\ U^*\ etc. en y^ et y^ croissent de deux en deux unités, 
en sorte que 5 = 2 i, 5'= 2 i -h 2 ; on a, d'ailleurs, par la nature 
des fonctions homogènes , 



'CT. 



{T)=^.v^'-^-m 



cette formule deviendra donc 

m-Hi) \J±_l m 

^ - (i+i).(2i + 5).(a' + 6' + c') ^^' 

On aura, au moyen de cette équation, la valeur de v dans une 
série qui sera très-convergente , toutes les fois que les excentricités 
\d et \/^ seront fort petites, ou lorsque la distance ya'-4-6*H-c' 
du point attiré au centre du sphéroïde sera fort 'grande relative- 
ment aux dimensions du sphéroïde. 
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Si le sphéroïde est une sphère, on aura 0=^0 et «=0, ce qui 
donne U^'^=o^ U^*^ = o^ etc. partant 



V=zW'^ 



et 

d'où il suit que la valeur de V est la même que si toute la masse 
de la sphère était réunie à son centre, et qu ainsi une sphère 
attire un point quelconque extérieur, comme si toute sa masse 
était réunie à son centre : résultat auquel nous sommes déjà par- 
venus dans le second livre, n° 12. 

7. La propriété de la fonction v, detre indépendante de k, 
fournit un moyen de réduire sa valeur à la forme la plus simple 
dont elle est susceptible; car, puisque Ton peut faire varier à vo- 
lonté k sans changer cette valeur, pourvu que Ton conserve au 
sphéroïde les mêmes excentricités ^6 et yQ, on peut supposer k 
tel que le sphéroïde soit infiniment aplati, ou tel que sa surface 
passe par le point attiré. Dans ces deux cas, la recherche des 
attractions du sphéroïde se simplifie; mais, comme nous avons 
déterminé précédemment les attractions des sphéroïdes elliptiques 
sur des points placés à leur surface, nous supposerons k tel que 
la surface du sphéroïde passe par le point attiré. 

Si Ton nomme k\ m, n relativement à ce nouveau sphéroïde 
ce que nous avons nommé k, m, n, dans le n° 1, par rapport au 
sphéroïde que nous avons considéré jusquicî, la condition que 
le point attiré est à sa surface, et qu ainsi a, h, c sont les coor- 
données d'un point de cette surface , donnera 

a*-+-m'.6*-4-n'-c*=*'*; 
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et puisque Ton suppose que les excentricités \fB et \f& restent les 
mêmes, on aura 



(^')*'-=«. (^)*-=-.- 



d'où Ton tire 



k'^ , k'^ 



m = TTT— X, n 



on aura donc , pour déterminer it', Téquation 

il est aisé d'en conclure qu il n y a qu'un sphéroïde dont la surface 
passe par le point attiré , et 'cr restant les mêmes. Car si l'on 
suppose, ce que l'on peut toujours faire, que et 'cr soient positifs, 
il est clair qu'en faisant croître, dans l'équation précédente, A'* 
d'une quantité quelconque , que nous pouvons considérer comme 
une partie aliquote de i'S chacun des termes du premier membre 
de cette équation croîtra dans un rapport moindre que A'*; donc 
si, dans le premier état de A'% il y avait égalité entre les deux 
membres de cette équation , cette égalité ne subsistera plus dans 
le second état; d'où il suit que Ji^ n'est susceptible que d'une 
seule valeur réelle et positive. 

Maintenant, soit AT la masse du nouveau sphéroïde; soient A\ 
B!, C ses attractions parallèlement aux axes des a, des h et des c: 
si Ton fait 

7 — A , -, — A , 

m n 

\J[\+\\x%[\+\'\x') 

on aura , par le n^ 3 , 
.,_ UM j. jy_ U.M' /d.-kFX ^, 3c.M' {d.WF\ 
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En changeant, dans ces valeurs de A!, B\ C, M' en M, on aura, 
par le numéro précédent, les valeurs de A, B, C relatives au pre- 
mier sphéroïde ; or, les équations 

donnent 

— A'* * — A'* ' 

A:'* étant donné par Téquation (5) , que Ton peut mettre sous cette 
forme , 

on aura donc 

. 3a.A/ ^ j. 36.M /d.\F\ ^ 3c.M /d.x'F\ 

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au 
sphéroïde ; et pour les étendre à ceux de la surface et même aux 
points intérieurs, il suffit d'y changer V en k. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que 0=tsT, l'équa- 
tion (5) donnera 

et Ton aura , par le n*" 3 , 

"^^ Â^- ^ X — ang. tang.X j , 

^ 3c.M i , ^ X 

Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions 
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des sphéroïdes elliptiques ; car la seule chose qui reste à désirer 
est l'intégration de l'expression diflférentielle de F, et cette inté- 
gration, dans le cas général, est impossible, non-seulement par 
les méthodes connues, mais encore en elle-même. La valew de F 
ne peut pas être exprimée en termes finis, au moyen des quan- 
tités algébriques, logarithmiques ou circulaires, ou, ce qui revient 
au même, par une fonction algébrique de quantités dont les ex- 
posants soient constants, nuls ou variables. Les fonctions de ce 
genre étant les seules que l'on puisse exprimer indépendamment 
du signe /, toutes les intégrales qui ne peuvent pas être ramenées 
à des fonctions semblables sont impossibles en termes finis. 

Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène, et s'il est com- 
posé de couches elliptiques variables de position, d'excentricités 
et de densité, suivant une loi quelconque, on aura l'attraction 
d'une de ses couches, en déterminant par ce qui précède la diffé- 
rence des attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes 
de même densité que cette couche, dont l'un aurait pour surface 
la surface extérieure de la couche, et dont l'autre aurait pour sur- 
face la surface intérieure de cette même couche. En sommant 
ensuite cette attraction difiFérentielle, on aura l'attraction du sphé- 
roïde entier. 
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CHAPITRE II. 



DU DEVELOPPEMENT EN SERIE, DES ATTRACTIONS DES SPHEROÏDES 

QUELCONQUES. 



8. ConsidéroDs généralement les attractions des sphéroïdes 
quelconques. Nous avons vu, dans le n*" 4, que l'expression V de 
la somme des molécules du sphéroïde, divisées par leurs distances 
au point attiré, a l'avantage de donner, par sa différentiation , 
l'attraction de ce sphéroïde parallèlement à une droite quelconque. 
Nous verrons d'ailleurs, en traitant de la figure des planètes, que 
l'attraction de leurs molécules se présente sous cette forme dans 
l'équation de leur équilibre; nous allons ainsi nous occuper par- 
ticulièrement de la recherche de V. 

Reprenons l'équation du n*" 4. 

dM 




Y^.{b-yy+[c-zY 



a, b, c étant les coordonnées du point attiré; Xy j, z étant celles 
de la molécule dM à\x sphéroïde; l'origine des coordonnées étant 
dans l'intérieur du sphéroïde. Cette intégrale doit être prise rela- 
tivement aux variables ^, j, z, et ses limites sont indépendantes 
de a, h y c. On trouvera, cela posé, par la difiFérentiation , 



G 



ddV\ /ddV\ (ddV 



da^ I \ db* I \ de 



(0 



équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le second 
livre, n° 11. 

Transformons les coordonnées en d'autres plus commodes. Pour 
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cela, soit r la distance du point attiré, à l'origine des coordon- 
nées; l'angle que le rayon r fait avec l'axe des a; ^ l'angle que 
le plan formé par le rayon et par cet axe fait avec le plan des 
axes des a et des b ; on aura 

a = r. cos.d, fc=r. sin.0. cos.'CT, c=:r. sin.ô.sin.'CT. 

Si l'on nomme pareillement R, & et W ce que deviennent r, et'cr 
relativement à la molécule dM àa sphéroïde, on aura 

= R • COS.0', y=zR. sin.0'. cos. 'cr', z=R. sin.0'. sîn. ^ts' . 



X 



D'ailleurs, la molécule dM du sphéroïde est égale à un paralléli- 
pipède rectangle dont les dimensions soîit dRy RdB\ RdTs'.ûn. B\ 
et par conséquent elle est égale à p.R\dR.dd\ d^ui . sin.0', p étant 
sa densité ; on aura ainsi 



y_ rrr p.R\dR.de\d^\sin.6' 

J J J v/ r* — o r R A rns. G rns. fl'-Usin ^ sin G' f 



\/r*— 2ryi.jcos.9.cos.9'+sin.6.sin.9'.cos.(«r'— -Br)j+iï= 

l'intégrale relative à R devant être prise depuis /î = o jusqu'à la 
valeur de R, à la surface du sphéroïde ; l'intégrale relative à 'cr' 
devant être prise depuis 'Ct'=o jusqu'à 'cr' égal à la circonférence; 
et l'intégrale relative à 0' devant être prise depuis = o jusqu'à 6' 
égal à la demi-circonférence. En différentiant cette expression de 
V, on trouvera 

( ddV \ 

^ — \d6^ )^ sin.e'\de )^ sin^ô ^"^'Vrfr» j' ^^1 

équation qui n'est que l'équation (i) transformée. 

Si l'on fait cos.0=jx, on peut lui donner cette forme. 



, t ^-l'— '-f^)! , , (^) 



{ dd.rV \ 
• [ dr' ) 



il. 



(3) 
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Nous sommes déjà parvenus à ces diverses équations dans le se^ 
cond livre, n*" 11. 

9. Supposons d'abord le point attiré extérieur au sphéroïde- 
Si Ton réduit V en série, elle doit être, dans ce cas, descendante 
par rapport aux puissances de r, et par conséquent de cette forme, 

ï;(o) f/(o f/w ui^) 

etc. 



r* r* r 



En substituant cette valeur de V dans l'équation (3) du numéro 
précédent , la comparaison des mêmes puissances de r donnera , 
quel que soit i, 



\ /Jf/«\1 (ddV 



( d[i ) 1 — iiii ^ ' 

11 est clair, par la seule expression intégrale de F, que f/^*^ est 
une fonction rationnelle et entière de fjt, \J i — |x*.sin.'CT, et 
V^i — (X*. cos.'CT, dépendante de la nature du sphéroïde. Lorsque 
/=:o, cette fonction se réduit à une constante; et, dans le cas de 
/= 1, elle est de la forme 

H . fjt-f- H\ y 1- — jx\ sin. 'cr -f- H". \J \ — (x*. cos. ^; 

H, ir, H" étant des constantes. 

Pour déterminer généralement U^'\ nommons T le radical 



y/r'— aiir.jcos.Ô.cos.ô'+sin.Ô.sin.Ô'. COS. (tsr'-— Br)j+/{' ' 

nous aurons 

dr\] /ddr 



dA{i — fAf*). (■ 



d(i \\ \ rftsrW fdd.rT 



d(i ) 1 — (X(JL ' \ di 
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Cette équation subsisterait encore en y changeant 6 en d\ ^ en 'cr', 
et réciproquement, parce que Test une pareille fonction de 0' et 
de 'Ct', que de 6 et de 'cr. 

Si Ton réduit T dans une suite descendante relativement à r, 
on aura 

T= ^ -^Q^'K -^ ^Q^'K -^ -hQ^'K -, -4- etc. 
Q'*' étant, quel que soit i, assujetti à cette équation, 

et, de plus, il est visible que Q^'^ est une fonction rationnelle et 
entière de jx, et \/i — jx*.cos. ('cr' — 'cr) : Q^'^ étant connu, on aura 
U^"^ au moyen de l'équation 

Supposons maintenant le point attiré dans l'intérieur du sphé- 
roïde; il faut alors développer l'expression intégrale de V dans 
une suite ascendante par rapport à r, ce qui donne pour V une 
série de cette forme, 

V r= î;(») -+- r. v^'^ -^r\ v^'^ -f- r\ v^'^ -h etc. 

v^^ étant une fonction rationnelle et entière de fjt, \J i — |x*. sin.^cr, 
et \J \ — (X*. cos.'CT, qui satisfait à la môme équation aux différences 
partielles que U^^j en sorte que l'on a 

0= 5 \_JlAi _|_-V L _a_,,(,_|_,\ i,W 
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Pour déterminer i»-'\ on réduira le radical T dans une suite as- 
cendante par rapport à r, et Ton aura 

les quantités Q^'\ Q'\, Q*\ etc. étant les mêmes que ci-dessus; 
on aura donc 



V 



(0 



/^ 



dR.disf'.de'.s\n.e'.Q^'' 



u 



l — I 



Mais, comme l'expression précédente de T n'est convergente qu'au- 
tant que R est égal ou plus grand que r, la valeur précédente de 
V n'est relative qu'aux couches du sphéroïde qui enveloppent le 
point attiré. Ce point étant extérieur par rapport aux autres 
couches, on déterminera la partie de V qui leur est relative, par 
la première expression de V en série. 

10. Considérons d'abord les sphéroïdes très-peu différents de 
la sphère, et déterminons les fonctions U''\ U^'\ U'^\ etc. v^'\ v^'\ 
v^*\ etc. relatives à ces sphéroïdes. Il existe une équation diffé- 
rentielle en V qui a lieu à leur surface, et qui est remarquable 
en ce qu'elle donne le moyen de déterminer ces fonctions sans 
aucune intégration. 

Supposons généralement la pesanteur proportionnelle à une 
puissance n de la distance ; soit dM une molécule du sphéroïde , 
et/ sa distance au point attiré; nommons /^ l'intégrale yy*""^'. (/M, 
cette intégrale s'étendant à la masse entière du sphéroïde. Dans 

le cas de la nature où n = — 2 , elle devient | —f-^ et nous l'avons 

pareillement exprimée par V dans les numéros précédents. La 
fonction V a l'avantage de donner, par sa différcntiation , l'attrac- 
tion du sphéroïde, parallèlement à une droite quelconque ; car, en 
considérant/ comme une fonction de trois coordonnées du point 
attiré, perpendiculaires entre elles, et dont l'une soit parallèle 
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à cette droite, si Ton Domnie r cette coordonnée, Taltraction du 
sphéroïde suivant r, et dirigée vers son origine, sersiff'.l--j^).dM; 
elle sera par conséquent égale à . iT" )» ^^ ^^^' ^^^^ ^^ ^^^ 

de la nature, se réduit à — (t~ ) » conformément à ce que nous 

avons trouvé précédemment. 

Supposons maintenant que le sphéroïde difiFère très-peu d'une 
sphère du rayon a, dont le centre soit sur le rayon r perpendi- 
culaire à la surface du sphéroïde, l'origine de ce rayon étant sup- 
posée arbitraire, mais très-près du centre de gravité du sphéroïde; 
supposons de plus que la sphère touche le sphéroïde, et que le 
point attiré soit au point de contact des deux surfaces. Le sphé- 
roïde est égal à la sphère, plus à l'excès du sphéroïde sur la 
sphère ; or on peut concevoir cet excès comme étant formé d'un 
nombre infini de molécules répandues sur la surface de la sphère, 
ces molécules devant être supposées négatives partout où la 
sphère excède le sphéroïde; on aura donc la valeur de F en déter- 
minant cette valeur, i** relativement à la sphère, a*" relativement 
à ces diverses molécules. 

Par rapport à la sphère, V est une fonction de a, que nous 
désignerons par A: si l'on nomme ensuite dm une des molécules 
de l'excès du sphéroïde sur la sphère, et y sa distance au point 
attiré, la valeur de V relative à cet excès sera fj^'^'.dm; on aura 
donc pour la valeur entière de V, relative au sphéroïde, 



V=A-+^ff^\d 



m. 



Concevons que le point attiré s'élève de la quantité infiniment 
petite dr au-dessus de la surface du sphéroïde et de la sphère, 
sur le prolongement de r ou de a; la valeur de V relative à cette 

nouvelle position du point attiré deviendra V-h ( j- ) . dr; A 

augmentera d'une quantité proportionnelle à dr, et que nous re- 
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présenterons par A .dr. De plus, si l'on nomme y l'angle formé 
par les deux rayons menés du centre de la sphère au point 
attiré et à la molécule dm, la dislance y de cette molécule au 
point attiré sera, dans la première position de ce point, égale à 
y/îa*. (i — cos.y) ; dans la seconde position , elle sera 



\j[a-\-dry — ia.[a-^dr) . cos.y-ha*, 
on f. 1 1 H j ; l'intégrale fp'^'- dm deviendra ainsi 



■-{^)4|-//-<'"-- 

on aura donc 

en substituant, au lieu de ff'^'^'.dmy sa valeur K — ^4, on aura 

(^\ = A'_(î±!).A-Hfchl-'.V. (,) 

\dr ) ia ia ^ ' 

Dans le cas de la nature, l'équation (i) devient 

La valeur de V relative à la sphère du rayon a est, par le n° 6, 

égale a -5 — , ce qui donne A = — « — ; A = 5—; on aura 

donc 



<^) 



~-^\-V: (2) 



On doit observer ici que cette équation a lieu, quelle que soit la 
position de la droite r, et dans le cas même où elle ne serait pas 
perpendiculaire à la surface du sphéroïde , pourvu qu'elle passe 
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fort près de son centre de gravité ; car il est facile de voir que 
Fattraction du sphéroïde, décomposée suivant ces droites, et qui, 

comme on l'a vu, est égale à — (7" ) > ^st, quelle que soit leur 

position, toujours la même, aux quantités près de l'ordre du 
carré de l'excentricité du sphéroïde. 

11. Reprenons maintenant l'expression générale de Y du n*" 9, 
relative à un point attiré extérieur au sphéroïde , 

,, t/(«) m^ t/w 

F= 1 — H r- -+- etc. 

r r* r' 

la fonction f/^'^ étant, quel que soit t, assujettie à l'équation aux 
différences partielles. 

On aura, en différentiant la valeur de 7 par rapport à r, 

m^ 2. m) 3.17W 



m 



r* 



etc. 



Représentons par a. (i-haj) le rayon mené de l'origine de r à la 
surface du sphéroïde, a étant un très-petit coefficient constant 
dont nous négligerons le carré et les puissances supérieures, 
et j étant une fonction de |x et de 'cr^ dépendante de la nature du 

sphéroïde. On aura, aux quantités près de Tordre a, V= ' ; 
d'où il suit que, dans l'expression précédente de F, i"* la quan- 
tité W'^ est égale à ^'^ , plus à une très-petite quantité de l'or- 
dre a, et que nous désignerons par f/'^*^; 2® les quantités U^'\ 
U^^\ etc. sont très-petites de l'ordre a. En substituant a.(i-haj), 

au lieu de r, dans les expressions précédentes de F et de — ( -r— J 
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et en négligeant les quantités de Tordre a% on aura , relativement 
à un point attiré placé à la surface , 

|F=|7r.a'. 1 — ayj-t \ -H -H etc. 

{dV\ 4 . / X f/'^*^ a.f/^') 3.1/w 

— û» j— )=t''^-^ (i — 2ay)H 1 —H —H- etc. 

\ar y » \ J' a a* a' 

Si Ion substitue ces valeurs, dans Téquation (q) du numéro pré- 
cédent, on aura 

, , £/» 3.£y(0 5.fyw 7.f/w 

aa7r.a\y= 1 1 h ^—^ h etc. 

^ a a* a} a* 

Il suit de là que la fonction y est de cette forme , 

j= y^») -+- 7(0 -h Y'^^ -+- y^-^' -h etc. 

les quantités Y^'\ Y^'\ Y^''\ etc. étant, ainsi que f/^'^ l]^'\ U^'\ etc. 
assujetties à cette équation aux difiFérences partielles, 



G 






d(A \ 1 — (A fA 



4^i.(/-j-l).l'''\- 



cette expression de j nest donc point arbitraire, mais elle dérive 
du développement en série des attractions des sphéroïdes : on 
verra,. dans le numéro suivant, que j ne peut se développer ainsi 
que d'une seule manière. On aura donc généralement , en com- 
parant les fonctions semblables, 



f/(.-)^4^.a'-- y(0; 

2 l + l 



d'où Ton tire, quel que soit r, 

y^^ W: ^ Wa: j J.,, ^ f . y ")4- -^ . r<'M- -^ . r <') + etc.!. (3) 

3r ^ { 3r or* yr* ) 

Il ne s'agit donc plus , pour avoir V, que de réduire y sous la 
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forme que nous venons de lui supposer; nous donnerons dans 
la suite une méthode fort simple pour cet objet. 

Si l'on avait j= Y^\ la partie de K relative à l'excès du sphé- 
roïde sur la sphère dont le rayon est a, ou, ce qui revient au 
même, relative à une couche sphérique dont le rayon est a, et 

1 épaisseur a a j, serait y-: — r — j:^ ; cette valeur serait , par con- 
séquent, proportionnelle à j; et il est visible que ce n'est que 
dans ce cas que cette proportionnalité peut avoir lieu. 

12. On peut simplifier l'expression 7^*^-4-7^*^-1-7^*^-+- etc. de j, 
et en faire disparaître les deux premiers termes, en prenant pour 
a le rayon d'une sphère égale en solidité au sphéroïde, et en 
fixant Forigine arbitraire de r au centre de gravité du sphéroïde. 
Pour le faire voir, nous observerons que la masse M du sphéroïde 
supposé homogène, et d'une densité représentée par l'unité, est 
par le n° 8, égale à fR\ dR.d(i.d^, ou à \fK\ dfi.d^, R étant 
le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde. En substi- 
tuant pour/î' sa valeur a. (i-f-aj), on aura 

M= ^'^ -hcta'.fydfi.d^. 

ï\ ne s'agit donc que de substituer pour j sa valeur 7<*)-f-y(»)_^ etc^ 
et d'effectuer ensuite les intégrations. Voici, pour cet objet, un 
théorème général et fort utile dans cette analyse. 

« Si Y^^ et Z^*'^ sont des fonctions rationnelles et entières de (x, 
«\/i — (x^.sin.tîT, et y/i — -"(I*.cos. tîT, qui satisfont aux équations 
« suivantes , 



d. 


j(>- 


-f*l*) 


'\dy. 


-)l 






dft 






d. 


j('- 


-f»f*)- 


(dZ^' 

\d(l 


-)! 



<< o= — ' j — ^ ^|-+~ -^ ^ -hi.(i-f-i) 



/ddY^\ 



d(A I 1 — (IfJL 



/ddZ^\ 



— ir^ —\-+- ^ -hi.(i-f-i) 

5. 
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« on a généralement 

« lorsque i et ï sont des nombres entiers positifs différents entre 
«eux; les intégrales étant prises depuis jx= — i jusqu'à (x=i, 
« et depuis tzr=o jusqu'à tzr=2 7r, 2 7r étant la circonférence dont 
« le rayon est l'unité. » 

Pour démontrer ce théorème , nous observerons qu'en vertu de 

la première des deux équations précédentes aux différences par- 

• 11 



tielles, on a 






d\L . (/tsy. 



or on a, en intégrant par parties relativement à (x, 

-(.-..).r«.(4r) ^ 

,Jr,o.j4zîjjr)lp,, 

et il est clair que si l'on prend l'intégrale depuis (x= — i jus- 
qu'à (x=i, le second membre de cette équation se réduit à son 
dernier terme. On a pareillement en intégrant par parties, rela- 
tivement à tîT, 

/^' • [-d^y rft.= const.+Z^o.^__j -Pl(^ +/P).^__j. d^. 
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et ce second membre se réduit encore à son dernier terme lorsque 
l'intégrale est prise depuis tzr=o jusqu'à tzr=2 7r, parce que les 

valeurs de r^'\ l-n — )» Z^''^ et (-^ — ) sont les mêmes à ces 
deux limites; on aura donc ainsi 



d'où l'on tire, en vertu de la seconde des deux équations précé- 
dentes aux diflFérences partielles , 

on a donc 

o=/7«.Z('\cZ(i.rf«, 

lorsque i est différent de x. 

De là il est aisé de conclure que y ne peut se développer que 
d'une seule manière, dans une série de la forme y<<»)+y(>)4-y^*) 
+ etc. car on a généralement 

fy.Z^\d^.d^=fY^KZ^Kd^.d^. 

Si Ton pouvait développer y dans une autre série, y <*)-+- 7^»^ 4- 
r/"^-f- etc. de la même forme, on aurait 

fy.Z^Kd(i.d^=fYfKZ^^d(i.d^; 
partant 

fY^'^.Z^^dfi.d^^/Y^lZ^Kdii.d^; 

or il est facile de voir que , si l'on prend pour Z^^ la fonction la 
plus générale de son espèce, l'équation précédente ne peut sub- 
sister que dans le cas où Yf^=Y^^ : la fonction j ne peut donc se 
développer ainsi que d'une seule manière. 
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Si, dans ïïniégràle f y dfi.d^, on substitue pour y sa valeur 
yo)_|.y(o^y(«)_^etc. on aura généralement o=/r«.i/(x, dur, 
/ étant égal ou plus grand que l'unité; car l'unité qui multiplie 
dfi.d^ est comprise dans la forme Z^'\ qui convient à toute quan- 
tité constante, ou indépendante de pt et de ter. Vïniégrale fy.dfi.d^ 
se réduit donc à fY^'^^dfi.d^, et par conséquent à 4 tt . Y^'^; on a 
donc 

Ainsi, en prenant pour a le rayon de la sphère égale en solidité 
au sphéroïde, on aura F''^=zo, et le terme Y^'^ disparaîtra de 
l'expression dej. 

La distance de la molécule dM, ou R\dR.d(i.d^,au plan du 
méridien d'où Von compte l'angle tîT, est égale à R . y i — (x*. sin. tss; 
la distance du centre de gravité du sphéroïde à ce plan sera 
donc fR\ dR.dfi . d'us. \J\ — jx*. sin. tîT, parce que la masse M est 
prise pour unité; et, en intégrant par rapport à R, elle sera 
\ . fK\ d (i . d'us .\J \ — jx\ sin. ^m , K étant le rayon R prolongé 
jusqu'à la surface du sphéroïde. Pareillement, la distance de la 
molécule c/M au plan du méridien perpendiculaire au précédent 
étant R.\J\ — jx*. cos. tîT, la distance du centre de gravité du sphé- 
roïde à ce plan sera \ . fR\ d^.d^m .\J\ — jx*. cos. 'cr. Enfin, là 
distance de la molécule c/ M au plan de l'équateur étant R[l, 
la distance du centre de gravité du sphéroïde à ce plan sera 
^./R'^li.dfi.d'Uf. Les fonctions jx, y/i— jx'.sin.'cr, et \/i— jx*.cos.tzr, 
sont de la forme Z^'\ Z^'^ étant assujetti à l'équation aux diffé- 
rences partielles. 



d. (i — (^(^).i 



dz^'A 1 (ddz^^y 



o=|_j ,d^ /) [_^WgLx^,z('^. 

Si l'on conçoit R' développé dans la suite iV^'^-f-A'^*^-+-iV^* -+-etc. 
N^^ étant une fonction rationnelle et entière de (x, \/i — ^\ sin. «r. 
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\/i — (x*. cos.tar, assujettie à l'équation aux différences partielles, 

les distances du centre de gravité du sphéroïde aux trois plans 
précédents seront, en vertu du théorème général que nous ve- 
nons de démontrer, 

\ . fN^'\ dfi . rf'BT . \/i — (i\ sin. 'CT, 

Y . fN^'K d(l . rf'BT . \/l — jX*. COS. 'CT, 

N^''^ est, par le n** 9, de la forme A.(i-hB,^i — jx^-sin-tîT 
-h C . \/i — (i\ cos.isar. A, B, C étant des constantes; les distances 

précédentes deviendront ainsi, ^.B, ^.C, ir.A. La position du 

centre de gravité du sphéroïde ne dépend ainsi que de la fonc- 
tion N^'\ ce qui donne un moyen très-simple pour la déterminer. 
Si l'origine du rayon R est à ce centre, cette origine étant sur 
les trois plans précédents, les distances du centre de gravité à 
ces plans seront nulles, ce qui donne A = o, J5=o, C=o, 
partant N^'^=o. 

Ces résultats ont lieu quel que soit le sphéroïde : lorsqu'il est 
très-peu différent d'une sphère, on a /{'=:a. (iH-ay), et 
/{'*=a\(i-f-4aj); ainsi, y étant égal à Y^'^-+-Y^'^-hY^'^-+-etc. 
on a N^'^=^aa^.Y^'^; la fonction Y^'^ disparaît donc de l'expres- 
sion de j, lorsque Ton fixe l'origine de R au centre de gravité du 
sphéroïde. 

13. Concevons maintenant le point attiré dans l'intérieur du 
sphéroïde : nous aurons, par le n"* 9, 

V = v^'^H- r. v^'^-h r\ v^'^ -f- r\ t;^*)-+- etc. 
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Supposons que cette valeur de V soit relative à une couche dont 
la surface intérieure soit spliérique et du rayon a, et dont le rayon 
de la surface extérieure soit a . ( i -h ay) ; l'épaisseur de cette couche 
sera a ay. Si Ton désigne par y ce que devient y lorsque Ton y 
change 9 et 'cr dans 9' et ter', on pourra, en né^igeant les quan- 
tités de Tordre a% changer r en a, et (//{ en aaj, dans l'expres- 
sion intégrale de v^'^\ on aura ainsi 

t;^'^=: -^, .//. à^.àB\ sin. 0'. Q^K 

Relativement à un point placé à l'extérieur du sphéroïde, on a, 

par le n** 9 , 

„ t[(«) t/î») t/w 

K = 1 -H --f- etc. 

r r* r* 

W^)=fW--\ dR.d^'.d d'. sin. d'. Q^«^ ; 

si Ton suppose cette valeur de V relative à une couche dont le 
rayon intérieur est a, et dont le rayon extérieur est a. (n-aj), 
on aura 

U^^=a. a'^\jy. d^\d&. sin. &. Q^^ ; 
partant 



^(0 



^.1^1 



on a , par le n° 1 1 , 

2 1 + 1 

donc 



(0 



(2i+i).a'-> ' 
ce qui donne 

r=z4 aTT .tf.ir^^^-t- ^. 7^^^-+- ^. r^^'-hetc.!. 
Il faut ajouter à cette valeur de V celle qui est relative à la couche 
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sphérique de Tépaisseur a — r, qui enveloppe le point attiré , plus 
celle qui est relative à la sphère du rayon r et qui est au-dessous 
du même point. Si Ton fait cos. 0'=(i, on aura, par rapport à la 
première de ces deux parties de V, 



V -J ^7=1 . 



l'intégrale relative à jx' devant être prise depuis jx= — i jusqu a 
ft'=i. En intégrant, par rapport à R, depuis iî=r jusqu à R=a, 
onaura 

or on a généralement, par le théorème du numéro précédent 
fdt3\d\L. Qt'^i=o, lorsque i est égal ou plus grand que Tunité: 
lorsque i=o, on a, par le n*" 9, Q^'^=:i; de plus, Fintégration 
relative à ^' doit être prise depuis tzr'=o jusqu'à tzr'=a tt; on 
aura donc 

t;(«)=z=a7r.(a'— r'). 

Cette valeur de t;^'^ est la partie de V relative à la couche sphé- 
rique de Tépaisseur a — r. 

La partie de V relative à la sphère dont le rayon est r est égale 
à la masse de cette sphère , divisée par la distance du point attiré 

à son centre; elle est, par conséquent, égale à — ^. En réunis- 
sant ces diverses parties de V, on aura, pour sa valeur entière, 

F=a TT .a«-|7r.r'+4a7r.a\îr*^ ^- r^J+ A. F'^H- -^. r'^etcJ. (4) 

' (3a 5a* 7 a' ) ^ ' 

Supposons le point attiré placé au dedans d'une couche à très- 
peu près sphérique, dont le rayon intérieur est 



a -t- a a . { F ^'^-h 7 ^^^-f- F'^-f- etc. j , 
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et dont le rayon extérieur est 

a-f-aa.t 7>^-+-r^^J-f-r (*'-+- etc. j. 

On peut comprendre les quantités a a. 7^*^ et ctà.Y'^^^ dans 
les quantités a et a : de plus, en fixant l'origine des coordon- 
nées, au centre de gravité du sphéroïde dont le rayon serait 
a-i-aa. j Y^'^+ F^'^ + etc. j , on fera disparaître Y^'^ de Texpression 
de ce rayon, et alors le rayon intérieur de la couche sera de 
cette forme, 

a -4- aa . { Y^'' -f- Y^'^ -+- Y^'^ -f- etc. } , 
et le rayon extérieur sera de la forme 

a -h aa . i 7'^'^ -h Y'^^ -f- Y'^'^ -h etc. j . 

On aura la valeur de V relative à cette couche en prenant la difiPé- 
rence des valeurs de V relatives à deux sphéroïdes dont le plus 
petit aurait la première quantité pour rayon de sa surface, et 
dont le plus grand aurait la seconde quantité pour rayon de sa 
surface; en nommant donc A. F ce que devient V relativement 
à cette couche, on aura 

ira r« r^ /Y'^*) yw\ i 

A.K=2 7r.(a^~a«)+4a7r.j^.r''^+y.ir''^- 

Si l'on veut que le point placé dans l'intérieur de la couche soit 
également attiré de toutes parts, il faut que A .K se réduise à une 
constante indépendante de r, B et tîT; car on a vu que les diffé- 
rences partielles de A . F, prises par rapport à ces variables, ex- 
priment les attractions partielles de la couche sur le point attiré; 
on a donc alors y^'^=o, et généralement. 



■ti:\ 



a 



'^ i-t 



(.;.-/^) .yc), 
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en sorte que le rayon de la surface intérieure étant donné, on 
aura celui de la surface extérieure. 

Lorsque la surface intérieure est elliptique, on a F^'^ = o, 
F<*^ = o, etc. et par conséquent y(*^=o, Y'^^^=o; les rayons 
des deux surfaces intérieure et extérieure sont donc 

ainsi Ton voit que ces deux surfaces sont semblables et sembla- 
blement situées; ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé 
dans le n** 3. 

14. Les formules (3) et (4) des n*" 11 et 13 embrassent toute 
la théorie des attractions des sphéroïdes homogènes très-peu diflFé- 
rents de la sphère; il est facile d'en conclure celle des sphéroïdes 
hétérogènes, quelle que soit la loi de la variation de la figure et de 
la densité de leurs couches. Pour cela, soit a. ( i +aj) le rayon 
d'une des couches d'un sphéroïde hétérogène, et supposons que j 
soit sous cette forme, 7^'^+ 7^*^+ 7^*^+ ^^'^4- etc. les coefficients 
qui entrent dans les quantités 7^'\ Y^'\ 7^*\ etc. étant des fonc- 
tions de a, et par conséquent variables d'une couche à l'autre. 
Si l'on dilférentie par rapport à a la valeur de V donnée par la 
formule (3) du n*^ 1 1, et que l'on nomme p la densité de la couche 
dont le rayon est a. ( i+aj), p étant une fonction de a seul, la 
valeur de V correspondante à cette couche sera pour un point 
attiré extérieur, 

or * r [ or or* ) 

cette valeur sera donc, relativement au sphéroïde entier, 
V=^rpJ.a^+^rpj\a\Y^^^+^.Y^^^+^ 7î')+etc.l; (5) 

3r *^* r *^^ \ or or* 7r* ) ^ ' 

les intégrales étant prises depuis a =r o jusqu'à la valeur de a, 

6. 
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qui a lieu à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons 
par a. 

Pour avoir la partie de V relative à un point attiré intérieur 
au sphéroïde, on déterminera d'abord la partie de cette valeur 
relative à toutes les couches auxquelles ce point est extérieur. 
Cette première partie est donnée par la formule (5) , en prenant 
l'intégrale depuis a = o jusqu'à a=^a, a étant relatif à la couche 
sur laquelle se trouve le point attiré. On déterminera la seconde 
partie de F, relative à toutes les couches dans l'intérieur des- 
quelles ce point se trouve, en diflerentiant la formule (4) du 
numéro précédent, par rapport à a, en multipliant ensuite 
cette différence par p , et en prenant l'intégrale depuis a^=a 
jusqu'à a=a: la somme de ces deux parties de F sera sa valeur 
entière relative à un point intérieur, et l'on aura, pour cette 
somme, 



t/r ;. ./r I 3^ 5^1 ,y|.s I 



ar ,>.,.. r 



■2 7r.yi9.d!.a*+4a7r.yi9.(i. a\y(^^^.y(o+^ . } (»+ .1- .yw+etc. ; (6; 

les deux premières intégrales étant prises depuis a = o, jusquà 
a = a, et les deux dernières étant prises depuis a=a, jusqu'à 
a = a; il faut de plus, après les intégrations, substituer a au iîeu 

de r, dans les termes multipliés par a, et ^^ , au lieu de —, 

* Cl w 

dans le terme ^. fp .d. a\ 

15. Considérons présentement les sphéroïdes quelconques. La 
recherche de leur attraction se réduit, par le n° 9, à former les 
quantités U^'^ et v^'^i on a, par le même numéro, 

m = fp . /î-\ dR . d(i\ d^'. Q^^ ; 
les intégrales devant être prises depuis /{ = o jusqu'à sa valeur 
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à la surface, depuis (x' = — i jusqu'à [i = i, et depuis tsy'=o 
jusqu'à 'cr' = 2 7r. Pour déterminer cette intégrale il faut con- 
naître Q^K Cette quantité peut se développer dans une fonction 
finie de cosinus de l'angle ter — W et de ses multiples. Soit 
ê.cos. n(tsy — 'cr') le terme de Q^'\ dépendant de cos. n (ter — tsy'), 
ê étant une fonction de (x et de (x': si l'on substitue, au lieu de 
Q^'\ sa valeur, dans l'équation aux différences partielles en Q^'^ du 
n** 9, on aura, en comparantles termes multipliés par cos. n (tîT— tj), 
cette équation aux différences ordinaires, 

d. (i — ^^).(-r-) 

dfA 1 — fiiÂ ^ ^ 

Q^'^ étant le coefficient de --j^ri dans le développement du radical 



\/r'—2Rr.\(jL(jL'+\/i^(jL'\\Ji-(x\ cos. (tsr--Br') \ + R' 

Le terme dépendant de cos. w (ter — tar'), dans le développement de 

ce radical, ne peut résulter que des puissances de cos. (ter — t^y'), 

égales à n, 7i + 2, 7i + 4i etc. ainsi cos.(ter — t^y') ayant pour fac- 

— ^— — * 

teur y/i— jx", S doit avoir pour facteur ( i— jx") \ 11 est facile de voir, 

par la considération dû développement du radical , que ê est de 

cette forme, 

(i— fifi)*. j i .ft'-"-f-iw.fi'-*-*-h-i<".ft'-»-*-i-etc. }. 

Si Ton subtitue cette valeur dans l'équation différentielle en S, 
la comparaison des puissances semblables de (x donnera 

Ai.)— {i-n-is+2).{i-n-2s+i) .,^.,^ 

2 S. [2 1—2 $ + 1) 
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d'où Ton tire , en faisant successivement 5=1, 5 = a , etc. les 

valeurs de A^'\ A^^\ etc. et par conséquent, 

U-^n (t-~n).(î-n~i) ^__^^ (/-^n).(i-^n-i).(i-n-~a).(î— n— 3) 

! 2.4.6.(21— i).(2î— 3). (21— 5) ^ ' ! 

A est une fonction de (x' indépendante de jx; or (x et jx' entrant de 
la même manière dans le radical précédent, ils doivent entrer de 
la même manière dans l'expression de ê; on a donc 

i^y . (i-f."r- jf^"-"- ^'-"y;i;-'U -— +etc. j , 

y étant un coefficient indépendant de jx et de p!; partant. 

On voit ainsi que S se partage en trois facteurs: le premier in- 
dépendant de jx et de (i ; le second, fonction de jx' seul; et le 
troisième , fonction semblable en jx. Il ne s'agit plus que de déter- 
miner y. 

Pour cela , nous observerons que si i — n est pair, on a , en 
supposant jx=o et jx'=o, 

^ y.ji.2.3 [i—n)Y __ y.{i.3.5....(i— n— i).i.3.5 — (i+n— 1 

{2.4....(«— w).(2 « — 1).(2 i— 3)....(z+n+i)f { 1.3.5. ...('i «— 1)}* 

Si i — n est impair, on aura, en ne conservant que la première 
puissance de (x et de fi, 

^ y.fx,[i\\ 1 .2.3...({ — n)j y.fx./ùt'.j i .3.5. ...(i — /i).i .3.5 (l+s) 

|2.4 (i— n— i).(2Î— i).(2i— 3) (i+n+2)j' ji.3.5 (21 — 1)}* 
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Le radical précédent devient, en négligeant les carrés de |x et 
de (x', 

\r'-2Rr.cos.{^-^)+R'f'^+Rr.yL(i\\r'^2rR.cos.{^-^')+^^ (/) 

Si l'on substitue, au lieu de cos. [^ — tsy), sa valeur en exponen- 
tielles imaginaires, et si Ton nomme c le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l'unité, la partie indépendante de jxfjt' 
devient 

Le coefificient de -7— . | \ , ou de 



^«^1 



R' 
-7:^:7 . cos. 71 ('BT — 'Bt'), dans le développement de cette fonction, 

est 

2.1.3.5 (i+n— 1). 1.3.5... (ï—w— 1), 

2 .A.6. . . . {i+n) .2 .4.6. . . . (ï— /i) ' 

c'est la valeur de ê lorsque i — n est pair. En la comparant à 
celle que nous venons de trouver dans le même cas, on aura 

(1 .3.6. . . . (2 I— i)y i .(i— 1) (i— n+i) 
1.2.3 i / (i+i).(i+2). . . '{i+n) ' 

Lorsque n=o, il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient, 
et alors on a 



(1.3.5. . . .2 ï— 1\* 
1 . 2 . 3 .... I / ' 



Pareillement, le coefficient de -777 . (i(i. cos./i ('cr — W) , dans la 
fonction (/) , est 

2.1.3.5.... {i+n). 1.3.5.... (i— ») 
2.4.6 (i+n— 1) .2.4.6 (i— /i—i)' 
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cest le coefficient de jxjx' dans la valeur de S, lorsque Ton néglige 
les carrés de pt et de (i et lorsque i — n est impair. En le compa- 
rant à l'expression que nous venons de trouver pour ce coeflB- 
cient dans le même cas, on aura 

(1.3.5 (2 ï— i)y i.(ï — 1) (i— n+i) 
1.2.3. ...I j- (1 + 1). (1+2) (i+n)' 

expression qui est la même que dans le cas de i — n pair. Si n=o, 
on aura encore 



/ 1 . 3 . 5 (^ ' "■ 0\* 

' \ 1.2.3 I / 



16. De ce qui précède, nous pouvons conclure la forme gé- 
nérale des fonctions Y^'^ de jx, \/i — (x*. sin. ter, et y/i — (x*. cos. -or, 
qui satisfont à l'équation aux difiFérences partielles 

0= —5 \^ILJJ.[ -+-.V L^iJi^A^Y^^. 

( ûfi ) 1 — fAfl ^ ' 

En désignant par ê le coeiTicient de sin.ntzr ou de cos.ntar, dans 
la fonction y^'\ on aura 

o='-|"~7'(^)l-J!l^H-.-.(,-..).e. 

n 

ê est égal à (1 — (Xft)^ multiplié par une fonction rationnelle et 
entière de jx, et dans ce cas on a, par le numéro précédent, 

ê = ^<»). (,-^^)T.jf,.-»_ ^i=È^=^,^i +etc.j, 

il^"^ étant une arbitraire; ainsi la partie de T^'^ dépendante de 
l'angle n^m est 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE TROISIÈME. 49 

A^'*^ et JB^"^ étant deux arbitraires. Si l'on fait successivement dans 
celte fonction , n=o , n= i , 7i= 2 . . . . n = i, la somme de toutes 
les fonctions qui en résulteront sera l'expression générale de Y^'\ 
et cette expression renfermera 2 i-f-i arbitraires B^'\ A^'\ B^'\ 
i4^^ B'\ etc. 

Considérons maintenant une fonction S, rationnelle et entière 
de l'ordre 5, des trois coordonnées orthogonales x, y, z. Si Ton 
représente par R la distance du point déterminé par ces coordon- 
nées à leur origine; par 6 l'angle formé par R et par l'axe des oc, 
et par ^us l'angle que le plan des x et des y forme avec le plan 
passant par R et par l'axe des x, on aura 



X 



Jî.jx, y=R. y 1 — jx\ cos. 'cr, z=R.\i — ft'. sin.'cr. 



En substituant ces valeurs dans S, et en développant cette fonc- 
tion en sinus et cosinus de l'angle ts et de ses multiples, si S est 
la fonction la plus générale de l'ordre s, alors sin.ntzr et cos. ti^gt 
seront multipliés par des fonctions de la forme 

n 

(1— (Xjx)"^ . j A . jx'-"-t-5 . /x'-'^^-^- C . f£'~"— -t-etc.} ; 

ainsi, la partie de S dépendante de l'angle n^ renfermera 
2 .[s — n -h 1 ) constantes indéterminées. La partie de S dépen- 
dante de l'angle ^ et de ses multiples renfermera donc 5. (^H-i) 
indéterminées : la partie indépendante de ter en renfermera 5-f-i; 
S renfermera donc (^H-i)* constantes indéterminées. 

La fonction r^'^-f- 7^*^-4- Y^'^ h- 7^'^ renferme pareillement 

(5-+-1)* constantes indéterminées, puisque la fonction Y^'^ en ren- 
ferme 2 i-h 1 ; on peut donc transformer S dans une fonction de 
cette forme, et voici la manière la plus simple d'exécuter cette 
transformation. 

On prendra, par ce qui précède, l'expression la plus générale 
de 7^'^; on la retranchera de 5, et Ion déterminera les arbitraires 
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de Y^*^ de manière que les puissances et les produits de fi et de 
\/i — |X(x de Tordre s disparaissent de la diflFérence S — Y^*^; cette 
diflFérence deviendra ainsi une fonction de Tordre s — i, que nous 
désignerons par S\ On prendra Texpression la plus générale de 
Y^'^'^; on la retranchera de 5', et Ton déterminera les arbitraires 
de y^'— *^ de manière que les puissances et les produits de |x et de 
\/i — |x% de Tordre s — i , disparaissent de la différence S — Y^*~*K 
En continuant ainsi, on déterminera les fonctions Y^*\ Y^—^\ 
y^'— *J, etc. dont la somme forme S. 

17. Reprenons maintenant Téquation du n"" 15, 

W^^=fp . R'-\ dR . d^i. à^. Q^K 

Supposons R fonction de fi', ^', et d'un paramètre a, constant 
pour toutes les couches de même densité, et variable d'une couche 
à Tautre. La diflFérence dR étant prise en supposant |x' et isr' cons- 
tants, on aura dR=t-i—yda; partant, 

Concevons /?'■*"' développé dans une suite de cette forme, 

Z'io) ^^ z'^^) _^ z'^'^ -}- Z'^^) H- etc. 

Z'^'^ étant, quel que soit i, une fonction rationnelle et entière de 
fi, \/i — (x*. sin. ^cr', et \/i — fi\co8.^\ qui satisfait à Téquation 
aux diflFérences partielles, 

dfi ) 1— f* ' 

La diflFérence de Z'^'\ prise par rapport à a, satisfait encore à 
cette équation, et par conséquent elle est de la même forme; on 
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ne doit donc, en vertu du théorème général du n^ 12, considé- 
rer que le terme Z'<'^ dans le développement de R''*'\ et alors on a 

Lorsque le sphéroïde est homogène et peu différent d*une 
sphère, on peut supposer p = i, et iî = a. (i-f-aj); on a alors, 
en intégrant par rapport à a, 

f/î'^ = ^ . /Z't'\ dii\ à^. QK 

De plus , si l'on suppose y développé dans une suite de la forme 

y '(0) ^ y '(I) ^ y '(.) ^ yo) _^ ^^^ 

Y'^^ satisfaisant à la même équation aux différences partielles 
que Z'^^\ on aura, en négligeant les quantités de Tordre a*, 

Z'^'^=z:(z^-3) .a.tf^\ r^'^; on aura donc 

l]^^=:(t. é--\JY^K d^i. d^\ Q". 

Si Ton désigne par T^'^ ce que devient T^'^ lorsque l'on y change 
|x' et "Uf' dans |x et tîr on a, par le n® 11, 

2 1 + 1 ' ' 

i 

on a donc ce résultat remarquable, 

/r<'Uf*'.d^.Q«=^. (i) 

Cette équation ayant lieu quel que soit y^*\ on doit en con- 
clure généralement que la double intégration de la fonction 
fZ'^^.d\i!.d'm\Q^^ prise depuis |x= — i jusqu à fx=i, et depuis 

«=0 jusqu'à 'nr'=2'7r, ne fait que transformer Z'^^ dans -^ — ; 

7. 
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Z^^ étant ce que devient Z'^^ lorsque Ton y change |x' et «r' dans 
(X et ttT; on a donc 

f/(0_ à. . (dZ^\ ^^. 

et la triple intégration dont dépend f/^'^ se réduit à une seule 
intégration prise par rapport à a, depuis a=:^o jusquà sa valeur 
à la surface du sphéroïde. 

L*équation (i) oflFre un moyen très-simple d'intégrer la fonction 
/P'\Z^'\rf|x.rfisT, depuis ^= — i jusquà |x=i, et depuis t5T = o 
jusquà ^0=21^. En eflFet, la partie de 1'^'^ dépendante de Fangle ntar 
est, par ce qui précède, de la forme X.jil^"^sin./iisT-hjB^''^cos.ntar|, 
X étant égal à 

on aura donc 

r^^ = y. \ yl w. sin. n^'-h B^'^K cos. /i«' | ; 

X' étant ce que devient X lorsque |x se change en |x'. La partie 
de Q^'^ dépendante de Fangle zitar est, par le numéro précédent, 
y.XX'.cos.7i(isT— «'), ouy.XX'.{cos.7itar.cos.7i^'+sin.7iisT.sin./it5T'} ; 
ainsi la partie de Tintégrale JY^K d[L . dm'.Q^^ dépendante de 
Fangle /i^cr, sera 

y X . sin. n^.fX*. d(i. d^\ sin. n^'. \ A^^K sin. n^cr -H jB^"^ cos. /itar' } 
H-yX . COS. n^.fX\ rffi'. d^\ cos.n^\ \ A^"^ sin. /1'Ct'-+-jB^"^ cos. ntar' | . 

En exécutant les intégrations relatives à 'cr', cette partie devient 

yX.7r.{i4^"^sin.7itar-hjB^"^cos.7i^ j ./X'*.c/(Jt'; 

mais, en vertu de Féquation (i), cette même partie est égale à 

lin 



21 + 1 



. X . { A^"^ sin. 711ST H- 5^"^ COS. Ti'CT j ; 
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on a donc 



(21+1). y' 



Représentons maintenant, par X . { A'^"^ sin. n^cr + jB'^"^ cos. nisr j 
la partie de Z^'^ dépendante de Tangle tmst. Cette partie doit seule 
être combinée avec la partie correspondante de Y ^'^ , parce que 
les termes dépendants des sinus et cosinus de Tangle ^ et de 
ses multiples disparaissent, par Tintégration , dans la fonction 
fY^'\Z^\d\L.d^f intégrée depuis ist=:o jusqu'alors 2 tt; on aura 
ainsi, en n ayant égard qu'à la partie de Y^^ dépendante de 
l'angle nisr, 

fY^^KZ^^Kd(i.d^= 

/X'.dffi. dfttT.jA^^^sin. 71^»^+ B^'^K cos^nisr}, { A'^'^K sin. n^+ff^^K cos. /wsrj 

= TT. I A^"K A'^'^^+B^^'K B>)} ./X\ dii= /^^ \ A^'^K A'<'»J+ B^, ^'w j. 

En supposant donc successivement dans le dernier membre 71=0, 

71= 1, n=2j n = i, la somme de tous ces termes sera la 

valeur de l'intégrale fY^^.Z^^.d[L.d^. 

Si le sphéroïde est de révolution , en sorte que Taxe avec le- 
quel le rayon R forme l'angle soit Taxe même de révolution , 
l'angle ^as disparaîtra de l'expression de Z^, qui devient alors de 
cette forme , 

i.3.5....(2i-— 1) .^J^ ( ■ t>(t— 1) A^^ î.(î— i).(î— 2).(î— 3) ,.__^ ) 

i.2.3....i ' 'y 2.(21—1)'^ 2.4.(21— 1). (21— 3) '^ *| 

A^^ étant une fonction de a. Nommons X^'\ le coefiTicient de A^'^ 
dans cette fonction : le produit 

(1.2.3 (21 — 1)\* ( ï.(2l — 1) 
5-^"^ — • • 1 H — (-+-etc. 
1.2.0 i ) I 2.(21—1) 
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est, par le numéro précédent, le coefficient de --j:^^ dans le déve- 
loppement du radical , 



r' — 2Rr I (jt(jt'-h\/i — (jt\ \Ji — (jt'\ COS. (tar — «') | -+-/Î' 



s . 



lorsque Ton y suppose |x et (x' égaux à Tunité. Ce coefficient est 
alors égal à i; on a donc 

1.3.6 (^ï— i) ( '•(''"0 4 ) 

....l ( 2.(21—1) \ 

c est-à-dire que V'^ se réduit à l'unité lorsque ^=1. On a ensuite 

(i-t-3).(2i + i) ^^ \da ) 
Relativement à l'axe de révolution, jx=i, et par conséquent, 

^ — (/+3).(2ï + ,)-^P'\^rfa )'^^' 

donc, si l'on suppose que relativement à un point placé sur le 
prolongement de cet axe, on a 

,. B^'^ 5^'J B^' 

V= 1 H -f-etc. 

r r* r^ 

on aura la valeur de V relative à un autre point placé à la même 
distance de l'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait, 
avec l'axe de révolution, un angle dont (x est le cosinus, en mul- 
tipliant les termes de cette valeur respectivement par X^"\ V'\ 
X*s etc. 

Dans le cas où le sphéroïde n'est point de révolution, cette 
méthode donnera la partie de V indépendante de l'angle "& : on 
déterminera l'autre partie de cette manière. Supposons, pour sim- 
plifier, le sphéroïde tel qu'il soit partagé en deux parties égales et 
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semblables, soit par l'équateur, soit par le méridien où l'on fixe 
l'origine de Tangle ^, soit par le méridien qui lui est perpendi- 
culaire. Alors Y sera fonction de |x', sin'.isT, et cos'.'CT, ou, ce 
qui revient au même, il sera fonction de ^ et des cosinus de 
l'angle 2 «r et de ses multiples; f/^'^ sera donc nul lorsque i est 
impair^ et dans le cas où il est pair, le terme dépendant de l'angle 
2 w& sera de la forme 

C(ô. ( i_ptft)\ jfl'~-"— ^'^""A^l'l^ j .COS.Î/l'OT. 

Relativement à un point attiré, situé dans le plan de Téquateur 
où |x=o, la partie de Y dépendante de ce terme devient 

, C^^ i.3.5..,.(i— 271— 1) 
± -7TT.7-: r—r. — ^ ôT — 1 — : — r.cos.a/i^; 

r'-*-» (l-4-27H-l).(l+2fl+3)....(2Z — 1) 

d'où il suit qu'ayant développé Y dans une série ordonnée par 
rapport aux cosinus de l'angle 21ST et de ses multiples, lorsque 
le point attiré est situé dans le plan de l'équateur, il suffira, pour 
étendre cette valeur à un point quelconque attiré, de multiplier 

les termes dépendants de — \:^:r^ par la fonction 

- 1.3.5 (i-2fl-l)-^^^^^ T Q.(2i-l) -f^ ^^^-j- 

On aura donc ainsi la valeur entière de K lorsque cette valeur 
sera déterminée en série, pour les deux cas où le point attiré est 
situé sur le prolongement de Taxe du pôle, et où il est situé dans 
le plan de l'équateur; ce qui simplifie beaucoup la recherche de 
cette valeur. 

Le sphéroïde que nous venons de considérer comprend l'ellip- 
soïde : relativement à un point attiré situé sur l'axe du pôle, que 
nous supposerons être l'axe des a:, on a, par le n** 2, 6=0, c=o, 
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et alors lexpression de K du n® 5 est intégrable par rapport à p. 
Relativement à un point situé sur le plan de Téquateur, on a 
a=o, et la même expression de V devient encore, par les mé- 
thodes connues, intégrable par rapport à ^^ en y faisant tang.^=t. 
Dans ces deux cas, l'intégrale étant prise par rapport à une de 
ces variables dans ses limites , elle devient ensuite possible par 
rapport à l'autre , et Ton trouve que M étant la masse du sphé- 
roïde, la valeur de -rj est indépendante du demi-axe k du sphé- 
roïde, perpendiculaire à Téquateur, et ne dépend que des excen- 
tricités de l'ellipsoïde. En multipliant donc les différents termes 

V . 

des valeurs de ^r relatives à ces deux cas, et réduites en séries 

M 

ordonnées suivant les puissances de - , par les facteurs dont nous 

. ^ V . 

venons de parler, pour avoir la valeur de -tt relative à un point 

quelconque attiré; la fonction qui en résultera sera indépendante 
de it , et ne dépendra que des excentricités ; ce qui fournit une 
nouvelle démonstration du théorème que nous avons démontré 
dans le n° 6. 

Si le point attiré est placé dans l'intérieur du sphéroïde, Fat- 
traction qu'il éprouve dépend, comme on Ta vu dans le n*" 9, 
de la fonction i;^'\ et l'on a, par le numéro cité. 






équation que l'on peut mettre sous cette forme, 



n(0 



= {^)'fp\'ir~) -^«-^f^'-^®'- Q'^- 



Supposons R^'' développé dans une suite de la forme 

;j'(oi-4-;jV^^'(«:_^etc. 
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z''" satisfaisant à Téquation aux différences partielles, 

si, de plus, on nomme z'** ce que devient z''*' lorsque l'on y 
change yi! en (i, et tar' en tir, on aura, par ce qui précède, 



„(0 



(2 



i+.^'(,_,y /p-(^)'^«- 



On aura donc ainsi l'expression de V relative à toutes les couches 
du sphéroïde qui enveloppent le point attiré. La valeur de V 
relative aux couches par rapport auxquelles il est extérieur se 
déterminera comme on vient de le voir. 



TOME II. 8 
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CHAPITRE III. 

DE LA FIGURE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOCiNE EN ÉQUILIBRE , ET DOUEE 

D'UN MOUVEMENT DE ROTATION. 



18. Après avoir exposé, dans les deux chapitres précédents, 
la théorie des attractions des sphéroïdes, nous allons considérer 
la figure qu'ils doivent prendre en vertu de l'action mutuelle de 
leurs parties et des autres forces qui les animent. Nous cherche- 
rons d'abord la figure qui satisfait à l'équilibre d'une masse fluide 
homogène douée d'un mouvement de rotation, et nous donne- 
rons une solution rigoureuse de ce problème. 

Soient a, b, c les coordonnées rectangles d'un point quelconque 
de la surface de cette masse, et P, Q, R les forces qui le solli- 
citent parallèlement à ces coordonnées, ces forces étant supposées 
tendre à les diminuer. Il résulte du n*" 34 du premier livre, que 
pour l'équilibre de la masse fluide il suffit que l'on ait 

G =1 P. d a-^ Q . cl b -h R . d c ; 

pourvu que dans l'évaluation des forces P, Q, R, on ail égard à 
la force centrifuge due au mouvement de rotation. 

Pour évaluer ces forces, nous supposerons que la figure de la 
masse fluide est celle d'un ellipsoïde de révolution, dont l'axe de 
rotation est l'axe même de révolution. Si les forces P, Q, R, qui 
résultent de cette hypothèse, substituées dans l'équation précé- 
dente de l'équilibre, donnent l'équation différentielle de la sur- 
face de l'ellipsoïde, l'hypothèse précédente est légitime, et la 
figure elliptique satisfait à l'équilibre de la masse fluide. 
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Supposons que Ta^e des a soit Taxe même de révolution : Té- 
quation à la surface de l'ellipsoïde sera de cette forme , 

lorigine des coordonnées a, b, c étant au centre de Tellipsoïde, 
k sera le demi-axe de révolution; et si l'on nomme M la masse 
de l'ellipsoïde t on aura, par le n"" 2, 

M=^ — ô-^— -, 

im 

p étant la densité du fluide. Si Ton fait, comme dans le n"* 3 , 



1— m 



= X*, on aura m= — --, et par conséquent, 

M=^.p.K(i-+-V), 

équation qui donnera le demi-axe k lorsque X sera déterminé. 
Soit 

^'= ""'^^3 ^ >|X — ang. tang.Xj, 

^ = ^-i(i-+-5^^)-ang.tang,X-X|; 

on aura, par le n® 3, en n'ayant égard qu'à l'attraction de la 
masse fluide, 

P=A\a, Q=B\b, R=ïï.c. 

Si roii nomme g la force centrifuge à la distance i de l'axe de 
rotation, cette force, à la distance \/6'-i-c* du même axe, sera 
5f.\/6*H^c" : en la décomposant parallèlement aux coordonnées b 
et c, il en résultera dans Q le terme — gb, et dans R le terme 
— g c;on aura ainsi, en ayant égard à toutes les forces qui animent 
les molécules de la surface, 

P^A\a, Q^(B'—g).b, R^[B—g).c. 

8. 
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L*équation précédente de Téquilibre deviendra donc 

o = a.da-h 7i^^K \b.db-\-c.dc\. 

L'équation diffiérentielle de la surface de Tellipsoïde est, en y 
substituant, pour m, sa valeur ; 

, b.db+c.dc 

en la comparant à la précédente, on aura 

(,-hX').(B'-^)=i'; (i) 

si Ton substitue pour A' et B! leurs valeurs, et si Ton fait ^^—=q. 



on aura 



^ = Q+3;v — ^^^' '^"^S- ^' iv 

En déterminant donc X par cette équation qui est indépendante 
des coordonnées a, b, c, on fera coïncider Téquation de Féqui- 
libre avec celle de la surface de Tellipsoïde; d'où il suit que la 
figure elliptique satisfait à l'équilibre, du moins lorsque le mou- 
vement de rotation est tel que la valeur de X* n est pas imaginaire * 
ou lorsqu étant négative, elle n'est pas égale ou plus grande que 
l'unité. Le cas de X* imaginaire donnerait un solide imaginaire ; 
celui de X*= — i donnerait un paraboloïde, et celui de X* négatif 
et plus grand que l'unité donnerait un liyperboloïde. 

19. Si Ton nomme p la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde, 
on aura 

Dans l'intérieur de l'ellipsoïde, les forces P, Q, R sont propor- 
tionnelles aux coordonnées a, b, c; car on a vu, dans le n° 3, 
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que les attractions de Tellipsoïde , parallèlement à ces coordon- 
nées, leur sont respectivement proportionnelles, ce qui a égale- 
ment lieu pour la force centrifuge décomposée parallèlement aux 
mêmes coordonnées. Il suit de là que les pesanteurs aux divers 
points d'un rayon mené du centre de l'ellipsoïde à sa surface ont 
des directions parallèles et sont proportionnelles aux distances à 
ce centre; en sorte que si Ton connaît la pesanteur à sa surface, 
on aura la pesanteur dans l'intérieur du sphéroïde. 

Si dans l'expression de p on substitue pour P, Q, R leurs va- 
leurs données dans le numéro précédent, on aura 

d'où l'on tire, en vertu de l'équation (i) du numéro précédent, 



P 






mais l'équation de la surface de l'ellipsoïde donne -z=:h^ — a*; 

on aura donc 

p=zA . ^ . 

a est égal à it au pôle, il est nul à l'équateur; d'où il suit que la 
pesanteur au pôle est à la pesanteur à l'équateur, comme y/i+X* 
est à l'unité, et, par conséquent, comme le diamètre de l'équa- 
teur est à l'axe du pôle. 

Nommons t la perpendiculaire à la surface de l'ellipsoïde, pro- 
longée jusqu'à la rencontre de l'axe de révolution ; on aura 

partant 

A\t 

ainsi la pesanteur est proportionnelle à t. 
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Soit >|/ le complément de Tangle que t fait avec Taxe de révo- 
lution ; >f/ sera la latitude du point de la surface que Ion consi- 
dère, et Ton aura, par la nature de Tellipse, 

Vi+V.cos«.4' 

on aura donc 

A'.k 



\/H-V.C08*.>^ 

et, en substituant pour A' sa valeur, on aura 

cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude; 

mais il faut pour cela déterminer les constantes qu elle renferme. 

Soit T le nombre de secondes que la masse fluide emploie à 

tourner sur elle-même; la force centrifuge 51, à la distance 1 de 

Taxe de rotation, sera, par le n° 9 du premier livre, égale k-j^ ; 

on aura donc 

g 12.71* 

ce qui donne ^Tçp== — ^. Le rayon osculateur du méridien 

elliptique est — ^ — , ; en nommant donc c la grandeur du 

degré à la latitude >//, on aura 

(l+V).7r.* 

— ^^ i = 200. C. 



(i+V.cos*.4')' 

Cette équation, combinée avec la précédente, donne 

il7rp.(l+>M.i , ^, • I ï 1 2.71 

^ ^ -^— =200.C. { 1-+-A*. cos'.y j . — 7p^; 
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on aura ainsi 

^ ' . • ) }X— ang.tang.xl i2.w 

p=200.C. j l-f-A*. COS'. y j . ' Y^ ^ ~. — jTT' 

Soit / la longueur du pendule simple qui fait une oscillation dans 
une seconde de temps; il résulte du n*" 11 du premier livre , que 
p=iç\l; en comparant ces deux expressions de p, on aura 

2 4oo.c. |> — ang. tang. > j. { i+X*cos*.>^ ( ,, 

?= ^TTTTv • ^*) 

Cette équation et l'équation (2) du numéro précédent feront con- 
naître les valeurs de 9 et de X, au moyen de la longueur l du 
pendule à secondes et de la grandeur c du degré du méridien , 
observées Tune et l'autre à la latitude >//. 

Supposons -^ = 5o*^, ces équations donneront 

800. c 1 /Soo.cV 

X^= -5-9 -f-TY . 9* -H etc. 
les observations donnent, comme on le verra dans la suite, 

c= looooo"", / = o™, 74 1608; 



on a de plus 7'= 997 2 7 ; on aura ainsi 

9 = 0,00844957, X^^o, 00868767. 

Le rapport de l'axe de l'équateur à celui du pôle étant y/ i-f- X*, 
il devient, dans ce cas, i,oo43344i ' ces deux axes sont à fort 
peu près dans le rapport de 2 3 1 ,7 à 280,7 ; et, par ce qui précède, 
les pesanteurs au pôle et à l'équateur sont dans le même rapport. 
On aura le demi-axe k du pôle, au moyen de Téquation 

; 200.C.(l+Y.X')* 200.C . . ^, ^ j 

^=-- .■(,+>.) =-;p-.ii-iV-Hetc.}; 
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ce qui donne 

it=635a534". 

Pour avoir l'attraction d'une sphère du rayon k et d*une densité 
quelconque, on observera quune sphère du rayon k et de la 
densité p agit sur un point placé à sa surface, avec une force égale 
à yTrp./:, et par conséquent, en vertu de Téquation (3), égale à 

3 f ■ ^j\^'f^^ — '—: r\i ou à p. li — -âV-^'-Hetc. j, ou enfin à 

3.(i+X ) . (X — ang.tang.X) ' * ^^ » 

0,998697./), p étant la pesanteur sur le parallèle de 5o®. De là 
il est aisé de conclure la force attractive d'une sphère d'un rayon 
et d'une densité quelconque, sur un point placé au dehors ou 
dans son intérieur. 

20. Si l'équation (2) du n** 18 était susceptible de plusieurs 
racines réelles, plusieurs figures d'équilibre conviendraient au 
même mouvement de rotation; voyons donc si cette équation 
a plusieurs racines réelles. Pour cela nommons ^ la fonction 

2^-j ang. tang.X, dont l'égalité à zéro produit l'équa- 
tion (2). Il est facile de voir quen faisant croître X depuis zéro 
jusqu'à l'infini, l'expression de ^ commence et finit par être po- 
sitive; ainsi, en imaginant une courbe dont X soit l'abscisse et 
dont (p soit l'ordonnée, cette courbe coupera son axe lorsque X;=ro; 
les ordonnées seront ensuite positives et croissantes; parvenues à 
leur maximum, elles diminueront; la courbe coupera une seconde 
fois son axe à un point qui déterminera la valeur de X correspon- 
dante à l'état d'équilibre de la masse fluide; les ordonnées seront 
ensuite négatives, et, puisqu'elles sont positives lorsque X==oo, 
il est nécessaire que la courbe coupe une troisième fois son axe, 
ce qui détermine une seconde valeur de X qui satisfait à l'équi- 
libre. On voit ainsi que pour une même valeur de cj, ou pour un 
mouvement de rotation donné, il y a plusieurs figures avec les- 
quelles l'équilibre peut subsister. 
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Pour déterminer le nombre de ces figures , nous observerons 
que Ton a 

"^y— (3v+9)^(l+v) 

La supposition de d^ = o donne 

o=9X*-i-(io^ — 6) .X*-f-99; 
d'où l'on tire, en ne considérant que les valeurs positives de X, 




5± 



\/{M 



Ces valeurs de X déterminent les maxima et les minima de For- 
donnée ^; il n y a donc que deux ordonnées semblables du côté 
des abscisses positives, ce qui eidge que de ce côté la courbe ne 
coupe son axe qu'en trois points, en y comprenant l'origine: 
ainsi le nombre des figures qui satisfont à l'équilibre se réduit à 
deux. 

La courbe, du côté des abscisses négatives, étant exactement la 
même que du côté des abscisses positives, à la différence près du 
signe des ordonnées, elle coupe son axe de chaque côté, dans 
des points correspondants, équidistants de l'origine des coordon- 
nées; les valeurs négatives de X qui satisfont à l'équilibre sont 
donc, au signe près, les mêmes que les valeurs positives; ce qui 
donne les mêmes figures elliptiques, puisque le carré de X entre 
seul dans la détermination de ces figures : il est par conséquent 
inutile de considérer la courbe du côté des abscisses négatives. 

Si Ton suppose q fort petit, comme cela a lieu pour la terre, 
on pourra satisfaire à l'équation (2) du n** 18, dans les deux hy- 
pothèses de X* fort petit, et de X* fort grand. Dans la première, 
on a , par le numéro précédent , 

X*=|9-hf|-.9*-f-etc. 



T011£ II. 



9 



66 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

Pour avoir la valeur de X* dans la seconde hypothèse, nous obser- 
verons qu'alors, ang.tang. X diffère très-peu de^Tr, en sorte que 

si Ton suppose ang.tang. X= a, a sera un très-petit angle 

dont la tangente est -; on aura donc 



a= r- TTT -+- -FZT — etc. 



et, par conséquent, 



TT I 



ang. tang. X=---h-^--^-+- etc. 
l'équation (2) du n^ 18 deviendra ainsi 

d'où l'on conclut, par le retour des suites, 

X= -7 h -^. 1 T-V M-etc. 



^q ir v 



v 



= 2,356195. 2,546479 — 1, 478885. ^-f- etc. 

On a vu, dans le numéro précédent, que, relativement à la terre, 
^ = 0,00344957; cette valeur de q, substituée dans l'expression 
précédente, donne X= 680,49. Ainsi le rapport des deux axes de 
Téquateur et du pôle, rapport qui est égal à y/i-t-X*, est, dans 
le cas du sphéroïde très-aplati, égal à 680,49. 

La valeur de 9 a une limite au delà de laquelle l'équilibre est 
impossible avec une figure elliptique. Supposons, en efFet, que 
la courbe ne coupe son axe qu'à son origine, et qu'elle ne fasse 
que la toucher ailleurs; on aura, à ce point de contact, (p = o et 
6?(p = o; la valeur de (p ne sera donc jamais négative du côté des 
abscisses positives, les seules que nous considérons ici. La valeur 
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de (j, détenninée par les deux équations 9 = 0, d(^ = o, sera 
donc la limite de celles avec lesquelles l'équilibre peut subsister, 
en sorte qu une plus grande valeur rend l'équilibre impossible; 
car q étant supposé croître Aef, la fonction ^ augmente du terme 

n^^ ; ainsi la valeur de <p correspondante à q n'étant jamais né- 
gative, quel que soit X, la même fonction correspondante à 9-+-/ 
est constamment positive et ne peut jamais devenir nulle : l*équi- 
libre est donc alors impossible. Il résulte encore de celte ana- 
lyse qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de q qui 
satisfasse aux deux équations (p = o et d(p = o. Ces équations 
donnent les suivantes, 

6>* 



(.4-V).(9+V)' 



o = (/+v).(34-V).(9Vx') - ""g- '"°S- ^- 

La valeur de X qui satisfait à celte dernière équation est X— 2,6292; 
d'où l'on tire 9 = 0,337007; la quantité y 1 -f-X*, qui exprime le 
rapport de l'axe de l'équateur à celui du pôle, est, dans ce cas, 
égale à 2,7197. 

La valeur de q relativement à la terre est égale à o,oo344957. 
Cette valeur répond à une durée de rotation de 0^,99727; or on 

a généralement q= t^; en sorte que, par rapport aux masses 

de même densité, q est proportionnel à la force centrifuge g du 
mouvement de rotation, et, par conséquent, en raison inverse 
du carré du temps de la rotation; d'où il suit que, relativement 
à une masse de même densité que la terre, le temps de la rota- 
tion qui répond à 9 = 0,337007 est de 0^,10090. De là résul- 
tent ces deux théorèmes : 

Toute masse fiuide homogène d'une densité égale à la moyenne 

« densité de la terre ne peut pas être en équilibre avec une figure 

9 
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« elliptique, si le temps de sa rotation est moindre que 0^,1 0090. 
« Si ce temps est plus considérable, il y a toujours deux figures 
« elliptiques, et non davantage, qui satisfont à l'équilibre. 

« Si la densité de la masse fluide est difi*érente de celle de la 
« terre, on aura le temps de la rotation dans lequel l'équilibre 
«cesse d'être possible, avec une figure elliptique, en multî- 
«pliant 0^,10090, par la racine carrée du rapport de la densité 
« moyenne de la terre à celle de la masse fluide. » 

Ainsi, relativement à une masse fluide dont la densité ne se- 
rait qu'un quart de celle de la terre, ce qui a lieu à peu près 
pour le soleil, ce temps serait de 0^,201 84; et si la densité de la 
terre, supposée fluide et homogène, était environ 98 fois moindre 
que sa densité actuelle, la figure qu'elle devrait prendre, pour 
satisfaire à son mouvement actuel de rotation, serait la limite de 
toutes les figures elliptiques avec lesquelles l'équilibre peut sub- 
sister. La densité de Jupiter étant environ cinq fois moindre que 
celle de la terre, et la durée de sa rotation étant de oJ,4i377, on 
voit que cette durée est dans les limites de celle de l'équilibre. 

On pourrait croire que la limite de q est celle où le fluide 
commencerait à se dissiper, en vertu d'un mouvement de rota- 
tion trop rapide; mais il est facile de se convaincre du contraire 
en observant que, par le n*" 19, la pesanteur à l'équateur de 
l'ellipsoïde est, à la pesanteur au pôle, dans le rapport de Taxe 
du pôle à celui de l'équateur, rapport qui dans ce cas est celui 
de 1 à 2,7197; l'équilibre cesse donc d'être possible, parce qu'a- 
vec un mouvement de rotation plus rapide, il est impossible de 
donner à la masse fluide une figure elliptique telle que la résul- 
tante de son attraction et de la force centrifuge soit perpendicu- 
laire à la surface. 

Nous avons supposé jusqu'ici X* positif, ce qui donne des sphé- 
roïdes aplatis vers les pôles; examinons maintenant si l'équilibre 
peut subsister avec une figure allongée vers les pôles. Soit alors 
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X*= — X'*; X'* doit être positif et moindre que l'unité, autrement 
Tellipsoîde se changerait en hyperboloïde. La valeur précédente 
de d(p donne 

^~J (i+v).(9+3v)« 

l'intégrale étant prise depuis X=o. En substituant, au lieu de 
X, sa valeur ± X'. y/ — i , on aura 

or il est clair que les éléments de cette dernière intégrale sont 
tous de même signe, depuis X'*=o jusqu'à X'*=i; la fonction ^ 
ne peut donc jamais devenir nulle dans cet intervalle; ainsi l'é- 
quilibre ne peut subsister avec une figure allongée. vers les pôles. 
21. Si le mouvement de rotation primitivement imprimé à 
une masse fluide est plus rapide que celui qui convient à la li- 
mite de q, il ne faut pas en conclure qu'elle ne peut pas être en 
équilibre avec une figure elliptique; car on conçoit qu'en s'apla- 
tissant de plus en plus, elle prendra un mouvement de rotation 
de moins en moins rapide. En supposant donc qu'il existe, comme 
dans tous les fluides connus, une force de ténacité entre ses mo- 
lécules , cette masse, après un grand nombre d'oscillations, pourra 
enfin parvenir à un mouvement de rotation compris dans les li- 
mites de l'équilibre et se fixer à cet état. Mais cette possibilité 
n'est encore qu'un aperçu qu'il est intéressant de vérifier : il est 
également intéressant de savoir s'il y a plusieurs états possibles 
d'équilibre; car ce que nous venons de démontrer sur la possibi- 
lité des deux états d'équilibre correspondants à un même mou- 
vement de rotation n'entraîne pas la possibilité de deux états 
d'équilibre correspondants à une même force primitive , puisque 
les deux états d'équilibre relatifs à un même mouvement de ro- 
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tation exigent deux forces primitives différentes ou différemment 
appliquées. 

Considérons donc une masse fluide agitée primitivement par 
des forces quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même et à 
l'attraction mutuelle de toutes ses parties. Si, par le centre de 
gravité de cette masse supposée immobile, on conçoit un plan 
par rapport auquel la somme des aires décrites sur ce plan, par 
chaque molécule, et multipliées respectivement par les molécules 
correspondantes, soit, à l'origine du mouvement, un maximum; 
ce plan jouira constamment de cette propriété, par les n""* 21 et 
22 du premier livre, quelle que soit la manière dont les molé- 
cules agissent les unes sur les autres, soit par leur ténacité, soit 
par leur attraction et leur choc mutuel, dans le cas même où il y 
aurait des pertes de mouvement brusques et finies dans un ins- 
tant. Ainsi lorsqu'après un grand nombre d'oscillations la masse 
fluide prendra un mouvement de rotation uniforme autour d'un 
axe fixe, cet axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de 
parler, qui sera celui de l'équateur, et le mouvement de rotation 
sera tel que la somme des aires décrites, pendant l'instant dt, par 
les molécules projetées sur ce plan, sera la même qu'à l'origine du 
mouvement: nous désignerons par E.dt cette dernière somme. 

Nous observerons ici que l'axe dont il s'agit est celui par rap- 
port auquel la somme des moments des forces primitives du sys- 
tème était un maximum. Il conserve cette propriété pendant le 
mouvement du système, et devient enfin l'axe de rotation; car ce 
que nous avons démontré dans les numéros cités du premier 
livre, sur le plan du maximum des aires projetées, s'applique à 
Taxe du plus grand moment des forces, puisque l'aire élémen- 
taire décrite par la projection du rayon vecteur d'un corps sar 
un plan, et multipliée par sa masse, est évidemment proportion- 
nelle aa moment de la force finie de ce corps, par rapport à l'axe 
perpendiculaire à ce plan. 
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Soit, comme ci-dessus, g la force centrifuge due au mouvement 
de rotation , à la distance i de Taxe; ^g sera la vitesse angulaire 
de rotation; nommons ensuite A: le demi-axe de rotation de la 
masse fluide, et Â:.\/i-f-X% le demi -axe de son équateur. Il est 
facile de s'assurer que la somme des aires décrites, pendant l'ins- 
tant dt, par toutes les molécules projetées sur le plan de Féqua- 
teur, et multipliées respectivement par les molécules correspon- 
dantes, est -^ . ( 1 -f-X*) *. k\ dt . \fg; on aura donc 



^.(i-4-V)'.Kv/^==£. 



En nommant ensuite i)f la masse fluide, on aura 



\'K.k'.p.{\'^-\')=M; 



9 



la quantité -7-^ — , que nous avons nommée a dans le n"" 1 8 , de- 
vient ainsi, ^.(i-hX*) % en désignant par q la fonction 

— '- — 'Vo • L'équation du même numéro devient 
M' 

° = 9+3X' ang. tang. X : 

cette équation déterminera X. On aura ensuite A: au moyen de 
l'expression précédente de M. 
Nommons (p la fonction 

qui doit être égale à zéro, par la condition de l'équilibre : cette 
fonction commence par être positive lorsque X est très-petit, et 
finit par être négative lorsque X est infini; il existe donc entre 
X=o et X infini une valeur de X qui rend cette fonction nulle, 
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et, par conséquent, il y a toujours, quel que soit q, une figure 
elliptique avec laquelle la masse fluide peut être en équilibre. 
On peut mettre la valeur de (p sous cette forme intégrale ^ 

(p=.i. ] î ^ 

(9+3x•)^(l+v)» 

Lorsqu'elle devient nulle, la fonction 

^-4-189 — J9'V-4-i8.(i-f-V)^ 

a déjà passé par zéro pour devenir négative; or, dès Tinstant où 
celte fonction commence à être négative, elle continue de Têtre à 

mesure que X augmente , parce que la partie positive — ^ -H 1 8 ^' 

diminue, tandis que la partie négative — |9'X*-Hi8. (i-f-X^) *| 
augmente; la fonction ^ ne peut donc pas devenir deux fois nulle; 
d'où il suit qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de X 
qui satisfasse à l'équation de Téquilibre, et, par conséquent, le 
fluide ne peut être en équilibre qu'avec une seule figure ellip- 
tique. 
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CHAPITRE IV. 

DE LA FIGURE D'UN SPHEROÏDE TRÈS-PEU DIFFÉRENT D'UNE SPHERE 
ET RECOUVERT DUJNE COUCHE DE FLUIDE EN EQUILIBRE. 



22. Nous avons considéré > dans le chapitre précédent, l'équi- 
libre d'une masse fluide homogène, et nous avons trouvé que la 
figure elliptique satisfait à cet équilibre; mais, pour avoir une 
solution complète de ce problème, il faudrait déterminer à priori 
toutes les figures de l'équilibre, ou s'assurer que la figure eHip- 
tique est la seule qui en remplisse les conditions; d'ailleurs, il 
est très-probable que les corps célestes ne sont pas des masses 
homogènes, et qu'ils sont plus denses vers le centre qu'à la sur- 
face: on ne doit donc pas, dans la recherche de leur figure, se 
borner au cas de l'homogénéité ; mais alors cette recherche pré- 
sente de grandes difiicultés. Heureusement elle se simplifie par 
la considération du peu de difierence qui existe entre la figure 
sphérique et celles des planètes et des satellites, ce qui permet de 
négliger le carré de cette différence et des quantités dont elle 
dépend. Ni algré ces simplifications , la recherche de la figure des 
planètes est encore très-compliquée. Pour la traiter avec la plus 
grande généralité, nous allons considérer l'équilibre d'une masse 
fluide qui recouvre un corps formé de couches d'une densité va- 
riable, doué d'un mouvement de rotation, et sollicité par l'attrac- 
tion de corps étrangers. Pour cela nous allons rappeler les lois 
de l'équilibre des fluides, que nous avons démontrées dans le 
premier livre. 

Si Ton nomme p la densité d'une molécule fluide. Il la pres- 
sion qu'elle éprouve , F, F\ F\ etc. les forces dont elle est ani- 

TOIIE II. 10 
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mée; df, df, df\ etc. les éléments des directions de ces forces; 
l'équation générale de l'équilibre de la masse fluide sera, par le 
n"* 1 7 du premier livre , 

^=F.dJ-^ F'. df^+'F". df-^eic. 

Supposons que le second membre de cette équation soit une dif- 
férence exacte; en désignant par d(^ cette différence, p sera né- 
cessairement fonction de II et de (p : l'intégrale de cette équation 
donnera ^ en fonction de II ; on pourra donc réduire p à n'ôtre 
fonction que de H, d'où l'on tirera II en fonction de p; ainsi, 
relativement aux couches de densité constante, on aura dll = o ^ 
et par conséquent, 

o = F. df^ F. df. '-h F\ df -f- etc. 

équation qui indique que la force tangentielle à la surface de ces 
couches est nulle , et par conséquent que la résultante de toutes 
les forces F, F\ F\ etc. est perpendiculaire à cette surface, en 
sorte que ces couches sont en même temps couches de niveau. 

La pression II étant nulle à la surface extérieure, p doit y être 
constant, et la résultante de toutes les forces qui animent chaque 
molécule de cette surface lui est perpendiculaire. Cette résultante 
est ce que l'on nomme pesanteur. Les conditions de l'équilibre 
d'une masse fluide sont donc, i** que la direction de la pesanteur 
soit perpendiculaire à chaque point de la surface extérieure; 
a*" que dans l'intérieur de la masse, les directions de la pesanteur 
de chaque molécule soient perpendiculaires à la surface des 
couches de densité constante. Comme on peut, dans l'intérieur 
d'une masse homogène, prendre telles couches que Ion veut pour 
couches de densité constante, la seconde des deux conditions pré- 
cédentes de l'équilibre est toujours satisfaite, et il suffit, pour 
l'équilibre, que la première soit remplie, c'est-à-dire que la ré- 
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suitante de toutes les forces qui animent chaque molécule de la 
surface extérieure soit perpendiculaire à cette surface. 

23. Dans la théorie de la figure des corps célestes, les forces 
F, F', F\ etc. sont produites par lattraction de leurs molécules, 
par la force centrifuge due à leur mouvement de rotation, et par 
l'attraction des corps étrangers. Il est facile de s'assurer que la 
différence F.df-+-F.df -\-e\,c. est alors exacte; mais on le verra 
clairement par l'analyse que nous allons faire de ces différentes 
forces, en déterminant la partie de rintégrale/(F.c^-f-F'.rffVetc.) 
qui est relative à chacune d'elles. 

Si l'on nomme dM une molécule quelconque du sphéroïde, 
et/ sa distance à la molécule attirée, son action sur cette dernière 

sera -^r • En multipliant cette action par l'élément de sa direc- 
/ 

tion , qui est — dj, puisqu'elle tend à diminuer f^ on aura rela- 
tivement à l'action de la molécule d Af, /F. df=^ -j- ; d'où il suit 

que la partie de l'intégrale /{F.df-hF'. d/^'-f- etc.) qui dépend 
de l'attraction des molécules du sphéroïde , est égale à la somme 
de toutes ces molécules divisées par leurs distances respectives 
à la molécule attirée. Nous représenterons cette somme par V, 
comme nous l'avons fait précédemment. 

On se propose, dans la théorie de la figure des planètes', de 
déterminer les lois de l'équilibre de toutes leurs parties autour 
de leur centre commun de gravité ; il faut donc transporter en 
sens contraire, à la molécule attirée, toutes les forces dont ce 
centre est animé en vertu de l'action réciproque de toutes les 
parties du sphéroïde; mais on a vu, dans le n"" 20 du premier 
livre , que par la propriété de ce centre la résultante de toutes 
ces actions sur ce point est nulle ; il n'y a donc rien à ajouter à 
V pour avoir l'effet total de l'attraction du sphéroïde sur la mo- 
lécule attirée. 

10. 
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Pour déterminer Teffet de la force centrifuge, nous supposerons 
la position de la molécule déterminée par les trois coordonnées 
rectangles x,y\ z, dont nous fixerons l'origine au centre de gra- 
vité du sphéroïde- Nous supposerons ensuite que l'axe des x est 
Taxe de rotation , et que jf exprime la force centrifuge due à la 
vitesse de rotation, à la distance i de Taxe. Cette force sera 
nulle dans le sens des x, et égale à gy et gz dans le sens des y 
et des z ; en multipliant donc ces deux dernières forces respec- 
tivement par les éléments dy et dz de leurs directions, on aura 
\g. (y* -f- z") , pour la partie de l'intégrale f[F. df-hF. df-hetc.) 
qui est due à la force centrifuge du mouvement de rotation. 

Si l'on nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule 
attirée au centre de gravité du sphéroïde; d l'angle que le rayon r 
forme avec Taxe des x; et « l'angle que forme le plan qui passe 
par l'axe des x et par cette molécule, avec le plan des x et 
desj; enfin, si l'on fait cos. 0=fjt, on aura 

x = r.fi, y^= r.\j\ — (x\ cos.tsr , z'^zz r. \j i — jx". sin.tar; 
d*où Ton tire 

i^-{/-^^")=T^-'".(i-f*')- 

Nous mettrons cette dernière quantité sous la forme suivante, 

pour assimiler ses termes à ceux de l'expression de K, que nous 
avons donnée dans le chapitre II ; c est-à-dire pour leur donner 
la propriété de satisfaire à l'équation aux différences partielles , 

— 5 j ^ ' ^ -+- -^^ -h i . ( J -4- 1 ) . y*"; 

dans laquelle 7'*' est une fonction rationnelle et entière de ft. 
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yT^ (x*. cos.tsT, et \/i — (X*. sîn.tsT^ du degré i; car il est clair que 
chacun des deux termes y^fr* et — t9^*' (f^* — i)» satisfait, pour 
y^'\ à l'équation précédente. 

Il nous reste présentement à déterminer la partie de l'intégrale 
f [F. df-}- F .df -h etc.) qui résulte de l'action des corps étrangers. 
Soit S la masse d'un de ces corps, f sa distance à la molécule 
attirée, et s sa distance au centre de gravité du sphéroïde. En 
multipliant son action par l'élément — dfde sa direction, et en 

l'intégrant ainsi, on aura -j. Ce n'est pas la partie entière de 

l'intégrale f[F. df-{- F', df'-hetc.) due à l'action de 5 ; il faut en- 
core transporter en sens contraire, à la molécule, l'action de ce 
corps sur le centre de gravité du sphéroïde. Pour cela, nommons 
t; l'angle que s forme avec l'axe des x, et \|/ l'angle que forme le 
plan qui passe par cet astre et par le corps 5, avec le plan des x et 

des y. L'action -^ de ce corps sur le centre de gravité du sphé- 
roïde , décomposée parallèlement aux axes des x, des y et des z\ 
produira les forces suivantes , 

— .COS. V, ^.sin.v. COS. \I/, ^.sin. v. sin.xl/. 

En les transportant en sens contraire à la molécule attirée, ce 
qui revient à les faire précéder du signe — , en les multipliant 
ensuite par les éléments dx, dy, dz de leurs directions, et en 
les intégrant , la somme de ces intégrales sera 

-. \x. COS. iH-j. sin. V. COS. >!/+ z. sin. v. sin.\|/ |+constante ; 

s 

la partie entière de l'intégrale f{F.df--hF\df-h etc.) due à 
l'action du corps S sera donc 

S S f 

■^ -.\x. COS. V +y. sin. V. cos. \|/ + z'. sin. v. sin. -^ \ -h constante ; 
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et comme cette quantité doit être nulle par rapport au centre de 
gravité du sphéroïde, que nous supposons immobile, et que, 
relativement à ce point, y devient s, et x\y, 2' sont nuls, on aura 

constante = . 

Maintenant/ est égal à 

1 
j {s. COS. V — xy-+- [s . sin. v. cos. y\/ — j )' - 1- [s. sin. v . sin. >!/ — ^')*} ' ; 

ce qui donne, en substituant pour x, y, z, leurs valeurs précé- 
dentes , 

l^_ S 

J y/5"— 2 5 r. jcos. v.cos.6+sin. v.sîn. 6.COS. («r— >^)j-rr' 

Si Ton réduit cette fonction dans une suite descendante par rap- 
port aux puissances de s, et que Ton représente ainsi cette suite , 



A.jp(o)+ Z:. p(i)+ !L[ . p(»+ !:! . pw 4. etc J ; 



on aura généralement, par les n"' 15 et 17, 
pj,.,_ 1.3.5 (21-1) (..__ 1.(1-1) t,._ t.(t-i).(i-2).(i-.3) ^.._, j 

1.2.3 l ( 2.(21 — 1) 2 .4 (2 l — 1).(2 l— 3) j 

S étant égal à cos. v. cos. 6-+- sin. v. sin. 6. cos. (tar — y^^) ; il est visible 
d'ailleurs, par le n° 9, que Ion a 

— J ^ "^- ^-+-?. M-i .P^'^; 

dfi ) 1 — f*fA ^ ' 

en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété 
commune avec ceux de V. On aura, cela posé, 

-J ;. {x . cos. v-t-j. sin.v. COS. \|/-i-2'.sin. V. sin. \|/) 



s^ I s s 
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S'il y a d'autres corps , 5', 5", etc. en désignant par $\ v , \|/', P'<'\ 
/, v\ "Y* ^^^y ^t<^- c^ q^^ ViQ\y& avons nommé $, r, \|/, P^'\ 
relativement au corps 5, on aura les parties de Tintégralé 
f[F.df'^F'.df-\- etc.), due à leur action, en marquant d'un 
trait, de deux traits, etc. les lettres 5, «;, \|/ et P, dans l'expres- 
sion précédente de la partie de cette intégrale, due à l'action de S. 
Si l'on rassemble maintenant toutes les parties de cette inté- 
grale, et si l'on fait 

4.PWH- 4^.F(')-^etc.=:a.Z<^ 
etc. 

a étant un très-petit coefficient, parce que la condition d'un sphé- 
roïde très-peu différent de la sphère exige que les forces qui l'é- 
cartent de cette figure soient très-petites, on aura 

/|F.(^H-r.({fH- etc.j = r-4-ar^.{Z««JH~Z<*)+r.Z<^^^ 

Z^'^ satisfaisant, quel que soit i, à l'équation aux différences par- 
tielles , 

^■i"'--'Ml ufel_,,(.-^.).z.., 

Cffùt ) l — f^fA 

L'équation générale de l'équilibre sera donc 

'5î=:K4-ar\jZî*J-hZW-+.r.Z^') + r\Z<*^^etc.}. (i) 



/ 



Si les corps étrangers sont très-éloignés du sphéroïde, on pourra 
négliger les quantités r\Z^''\ r\Z^^\ etc. parce que les différents 
termes de ces quantités, étant divisés respectivement par 5*, $\ etc. 
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s\ s\ etc. ces termes deviennent très-petits lorsque s, s, etc. sont 
fort grands par rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et les 
satellites, à l'exception de Saturne, dont Taiineau est trop près 
de sa surface pour n'avoir pas égard aux termes précédents. Il 
faut donc, dans la théorie de la figure de cette planète, prolonger 
le second membre de l'équation (i), qui a l'avantage de former 
une série toujours convergente; et comme alors le nombre des 
corpuscules extérieurs au sphéroïde est infini, les valeurs de Z^*\ 
Z'*-, etc. sont données en intégrales définies, dépendantes de la 
figure et de la constitution intérieure de l'anneau de Saturne. 

24. Le sphéroïde peut être entièrement fluide; il peut être 
formé d'un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux 
cas, l'équation (i) du numéro précédent déterminera la figure 
des couches de la partie fluide , en considérant que II devant être 
une fonction de p, le second membre de cette équation doit être 
constant à la surface extérieure et à celle de toutes les couches 
de niveau, et qu'il ne peut varier que d'une couche à l'autre. 

Les deux cas précédents se réduisent à un seul lorsque le sphé- 
roïde est homogène, car il est indiflerent, pour l'équilibre, qu'il 
soit entièrement fluide, ou qu'il renferme un noyau intérieur 
solide. Il suffit, par le n** 12, que l'on ait à la surface extérieure 

constante = F-4- a r\ \Z^'^-{-Z^'^-hr.Z^''-\-r\Z^'^-hetc.\. 

Si l'on substitue, dans cette équation, au lieu de F, sa valeur don- 
née par la formule (3) du n** 11, et si l'on observe que, par le 
n° 12, Y^""^ disparaît, en prenant pour a le rayon d'une sphère de 
même volume que le sphéroïde, et que 1^'^ est nul, lorsque l'on 
fixe l'origine des coordonnées au centre de gravité du sphéroïde , 
on aura 

const. = -^ h -^— T — . T 1 H î '^ 4 r • 1 ^ ^tc. 

or r^ (5 yr gr* 

a ^^ iZ^«î-H Z^*U- r. Z^U- r\ Z^^^-f- etc. t . 
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C'est Téquation de la surface du sphéroïde, en y substituant, au 
lieu de r, sa valeur à la surface, a.(n-aj), ou 

a+aa.jr*)-+- Y^-^^-f- 7^*^-4- etc.|, 
ce qui donne 

const.=r^.a«— ^^.|i.y^*^+|.y^^^+|.y^*^+et^ 



aa\|Z^*^-f-ZWH-a.Z^^J-+-a\Z^*-'-t-etc.!. 

On déterminera la constante arbitraire du premier membre de 
cette équation au moyen de celle-ci, 

const. = y TT . a*-h a a*. Z^*^ ; 

on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c est-à- 
dire assujetties à la même équation aux diflFérences partielles , 

^ — 8.(1-1). ^r'"* -^ ' 

I étant plus grand que l'unité. L'équation précédente peut être 
mise sous la forme 

y(«) := A . a«-\ Z^^ -+- -^ ./r'-\ dr.Z^^ , 

l'intégrale étant prise depuis r=o jusqu'à r=a. Le rayon 
a. (i-i-aj) de la surface du sphéroïde deviendra ainsi 

i_^:^ lZw+a.Z^»^ + a^Z^*^ + etc.( 
a.(n-aj) = a.| |. (2) 

•#^ .fdrAZ^'^ + r. Z^^J + r\ Z^"^ + etc. | 

On peut mettre cette équation sous une forme finie, en considé- 
rant que l'on a, par le numéro précédent, 

a.tZ^*)-hr.ZW-+-r\Z^*)-hetc.j = — ^.(ft>— I) ^ ^'^ 



2 ^* ^' sr^ s*r 

S . S' 
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etc. 
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en sorte que l'intégrale /(ir.{Z*^-f-r.Z^'^-f-etc.| est facile à déter- 
miner par les méthodes connues. 

25. L'équation (i) du n** 23 a non-seulement l'avantage de 
faire connaître la figure du sphéroïde, mais encore celui de don- 
ner, par la différentiation , la loi de la pesanteur à sa surface; 
car il est visible que le second membre de cette équation étant 
l'intégrale de la somme de toutes les forces dont chaque molécule 
est animée, multipliées par les éléments de leurs directions res- 
pectives, on aura la partie de la résultante qui agit suivant le 
rayon r, en différentiant ce second membre par rapport à r; ainsi , 
en nommant p la force dont une molécule de la surface est solli- 
citée vers le centre de gravité du sphéroïde, on aura 

p=— (^\ — ^ •^- !''*• ^^'^ -^^*- ^''' -^ ^'' ^^'^-^ ^*- ^^*^ -+-etc. I . 



^ ^ ' "' '• f2)dunM0, 



Si l'on substitue, dans cette équation, au lieu de- 

leur à la surface, y^raH , donnée par l'équation (2) 

et au lieu de V, sa valeur donnée par l'équation (1) du n** 23, 



on aura 



pz=|7ra— |aa.{Z^*-+-a.Z^^^-+-a*.Z^*J-f-etc. j 

— ^.ci.|r\Zî*)H-r\Z')-4-r\Z^')^-r*.Z^*)-f-etc.}, (3) 

r devant être changé en a, après les différentiatiôns , dans le se- 
cond membre de cette équation, qui, par le numéro précédent, 
peut toujours se réduire à une fonction finie. 

p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seidement 
la partie de cette force , dirigée vers le centre de gravité du sphé- 
roïde, en la supposant décomposée en deux, dont l'une soit per- 
pendiculaire au rayon r, et dont l'autre, p, soit dirigée suivant 
ce rayon. La première de ces deux forces est évidemment très- 
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petite et de l'ordre a; en la désignant donc par ay, la pesanteur 

sera égale à \/p* ~f- a*y*, quantité qui, en négligeant les termes de 
l'ordre a% se réduit à p. Nous pouvons ainsi considérer p comme 
exprimant la pesanteur à la surface du sphéroïde, en sorte que 
les équations (2) et (3) du numéro précédent et de celui-ci, dé- 
terminant et la figure des sphéroïdes homogènes en équilibre, et 
la loi de la pesanteur à leur surface, elles renferment la théorie 
complète de l'équilibre de ces sphéroïdes, dans la supposition où 
ils diffèrent très-peu de la sphère. 

Si les corps étrangers S, 5', etc. sont nuls, et qu'ainsi le sphé- 
roïde ne soit sollicité que par l'attraction de ses molécules et par 
la force centrifuge de son mouvement de rotation , ce qui est le 
cas de la terre et des planètes premières, à l'exception de Saturne, 
lorsque l'on n'a égard qu'à l'état permanent de leur figure; alors, 
en désignant par a(p le rapport de la force centrifuge à la pesan- 
teur à l'équateur, rapport qui est à très-peu près égal à 7^ , la 

T 

densité du sphéroïde étant prise pour l'unité, on trouvera 

a.(i-+-aj)=:a.ji -^î. (fi«— |) j , 

Le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution , sur lequel 
les accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, 
en allant de l'équateur aux pôles, sont à très-peu près propor- 
tionnels au carré du sinus de la latitude, (i étant, aux quantités 
près de l'ordre a, égal à ce sinus. 

a , par ce qui précède , est le rayon d'une sphère égale en soli- 
dité au sphéroïde; la pesanteur à la surface de cette sphère se- 
rait y tt a; ainsi l'on aura le point de la surface du sphéroïde où 

11. 



84 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

la pesanteur est la même qu'à la surface de la sphère, en déter- 
minant (X par l'équation 

o = -|-i-|.(ff-i); 

ce qui donne (i=^-y^. 

26. L'analyse précédente nous a conduits à la figure d'une 
masse fluide homogène en équilibre , sans employer d'autres hy- 
pothèses que celle d'une figure très-peu différente de la sphère : 
elle fait voir que la figure elliptique qui, par le chapitre précé- 
dent, satisfait à cet équilibre, est la seule alors qui lui convienne. 
Mais comme la réduction du rayon du sphéroïde, dans une série 
de la forme a.\\ -l-ay^'^H-ay^'^H-etc. }, peut faire naître quel- 
ques difficultés; nous allons démontrer directement, et indépen- 
damment de cette réduction , que la figure elliptique est la seule 
figure d'équilibre d'une masse ff uide homogène douée d'un mou- 
vement de rotation ; ce qui , en confirmant les résultats de l'ana- 
lyse précédente, servira en même temps à dissiper les doutes 
que l'on pourrait élever contre la généralité de celte analyse. 

Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution, et que 
son rayon soit a.(n-aj) , y étant une fonction de (x, ou de cosi- 
nus de l'angle 6 que ce rayon forme avec l'axe de révolution. Si 
l'on nomme y une droite quelconque menée de l'extrémité de ce 
rayon dans l'intérieur du sphéroïde; p le complément de l'angle 
que forme cette droite, avec le plan qui passe par le rayon 
a.(n-aj) et par Taxe de révolution; cj l'angle formé par la pro- 
jection dey sur ce plan et par le rayon; enfin si l'on nomme V 
la somme de toutes les molécules du sphéroïde, divisées par leurs 
distances à la molécule placée à l'extrémité du rayon a.(i-+-ay'); 
chaque molécule étant égale af'df.dp.dcj.sin.p, on aura 

V=\. fj'\ dp .dcj . sin.p, 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE TROISIÈME. 85 

f étant ce que devient J ^\di sortie du sphéroïde. Il faut main- 
tenant déterminer y en fonction de p et de q. 

Pour cela nous observerons que si Ton nomme 0' la valeur 
de B relative à ce point de sortie, et a.[\-+-(ty) le rayon corres- 
pondant du sphéroïde, y étant une pareille fonction* de cos. 0' 
ou de (x', que y l'est de (x; il est facile de voir que le cosinus de 
l'angle formé par les deux droites /'et a . ( i -h (ty ) est égal à 
sin.p. cos.^; et qu'ainsi dans le triangle formé par les trois droites 
/', a.(n-aj) et a.(n-ay), on a 

a\ (i -h aj )*=/'* — aa/'. (i-+-aj).sin.p. COS. ^-ha*. (i H-aj)*- 

Cette équation donne pour/'* deux valeurs; mais l'une d'elles 
étant de Tordre a*, elle est nulle lorsque l'on néglige lés quantités 
de cet ordre. L'autre devient 

f*=z^a\sin\p.cos\q. (i-f-2aj) -h4a«*. {y — y) ; 

ce qui donne 

V=ia\fdj).dq.sm.p. j ( iH- aaj). sin*.p. cos'.^H-a. (j — y) {. 

11 est visible que les intégrales doivent être prises depuis p = o 
jusqu'à p = 7r, et depuis ^ = — yTT jusqu'à ^ = y tt; on aura ainsi 

F=y7ra" — \(m . a\y -\-i(ta^ fdj) . dq.y . sïn. p. 

y étant fonction de cos.0', il faut déterminer ce cosinus en fonc- 
tion de p et de q; on pourra, dans cette détermination, négliger 
les quantités de l'ordre a, puisque j est déjà multiplié par a; 
cela posé, on trouvera facilement 

a. cos.0'= (a — f. sin.p. cos. q) . cos.d-hf. sin.p. sin. q. sin.0; 

d'où l'on tire, en substituant pour/ sa valeur 2 a. sin. p. cos. ^, 

jx'=(x.cos*./) — sin'./). cos. (2^-4-0). 



I 
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On doit observer ici, relativement à l'intégrale fydp. dq. siu.p, 
prise par rapport à q, depuis 2q = — ir jusqu'à 2q=iç, que le 
résultat serait le même si l'on prenait cette intégrale depuis 
2^= — d jusqu'à 2(1 = 2% — dy parce que les valeurs de (x', et 
par conséquent celles de y sont les mêmes depuis 2q = — ir 
jusqu'à 2(j = — 6, que depuis 2q=% jusqu'à 2^=2 tt — 0; en 
supposant donc 2q-\-B=(j[, ce qui donne 

jx' = (X . cos\p — sin*. p . COS. q\ 
on aura 

V=.\ ira* — yaTT. a*j -+- aa^fy. dp . d(j\ sïn.p, 

les intégrales étant prises depuis p = o jusqu'à p=iç, et depuis 
q=o jusqu'à ^=2%. 

Maintenant, si l'on désigne par a*.N l'intégrale de toutes les 
forces étrangères à l'attraction du sphéroïde, et multipliées par 
les éléments de leurs directions, on aura, par le n** 24, dans le 
cas de l'équilibre , 

constante = F-f-a*. N; 

et en substituant, au lieu de V, sa valeur, on aura 

constante =y «tt . j — a . fy. dp . dq. sin.p — N; 

équation qui n'est évidemment que l'équation de l'équilibre du 
n** 24, présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, 
il en résulte que si un nombre quelconque i de rayons a.(i-+-ay) , 

a.(i-l-at;), etc. y satisfont, le rayon a.\ i-f- ~. (jH-v-f-etc.) 

y satisfera pareillement. 

Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force 
centrifuge due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nom- 
mons g cette force, à la distance 1 de Taxe de rotation; nous au- 
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rons, parle n*" 23, N=\g.{i — (x*); l'équation de l'équilibre 
sera, par conséquent, 

const. = yair .y — a.fy.dp.dcj'.sin.p — -^g . (i — (x*). 

En la di£Pérentiant trois fois de suite, relativement à (x, et en ob- 
servant que l-j^\=cos\p, en vertu de l'équation 

jx' = (X cos*. p — sin*. p . COS. q, 
on aura 

^ = T'^'\j^J—fdp^dq\sin.p.cos\p 

or on a jàp . dq. sin.p . cos\p= — ; on pourra donc mettre l'é- 
quation précédente sous cette forme, 

o=fdp.dq\sm.p.cos\p.}^^.(^^^ 

Cette équation doit avoir lieu quel que soit (x; or il est clair que 
parmi toutes les valeurs comprises depuis (x= — i jusqu'à (x=i, 
il en existe une que nous désignerons par A, et qui est telle, 

qu'abstraction faite du signe, aucune des valeurs de i'j^) ne sur- 
passera pas celle qui est relative kh; en désignant donc par H 
cette dernière valeur, on aura 

o =fdp • dq. sin.p . cos\p .Uff — f^j . 

La quantité yff — (t^) ^** éviaemment du même signe que //, 

et le facteur sin.p.cos'./) est constamment positif dans toute Té- 
tendue de l'intégrale; les éléments de cette intégrale sont donc 
tous du même signe que H; d'où il suit que l'intégrale entière ne 
peut être nulle, à moins que H ne le soit lui-même, ce qui exige 
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que Ton ait généralement o = (-t-^J, d'où Ton tire, en intégrant, 

I, m, n étant des constantes arbitraires. 

Si l'on fixe l'origine des rayons au milieu de l'axe de révolu- 
tion, et que l'on prenne pour a la moitié de cet axe, y sera nul lors- 
que (x=i et lorsque (i= — i , ce qui donne m=o et n= — /; 
la valeur de j devient ainsi /. (i — (x*): en la substituant dans Té- 
quation de l'équilibre 

constante=ya7r .y — afydp.dq'.sïn.p — \g . (i — (x*) , 

on trouvera al= '-^ =Aa ^, a(p étant le rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est à très-peu 
près égal à j^ : le rayon du sphéroïde sera donc 



4^ 






d'où il suit que ce sphéroïde est un ellipsoïde de révolution : ce 
qui est conforme à ce qui précède. 

Nous voilà ainsi parvenus à déterminer directement, et indé- 
pendamment des suites, la figure d'un sphéroïde homogène de 
révolution qui tourne slir son axe, et à faire voir qu'elle ne peut 
être que celle d'un ellipsoïde qui se réduit à une sphère lorsque 
^=zo, en sorte que la sphère est la seule figure de révolution qui 
satisfasse à féquilibre d'une masse fluide homogène immobile. 

De là on peut généralement conclure que si la masse fluide est 
sollicitée par des forces quelconques très-petites, il n'y a qu'une 
seule figure possible d'équilibre; ou, ce qui revient au même, il 
n'y a qu'un seul rayon a. (i-f-aj) qui puisse satisfaire à l'équa- 
tion de l'équilibre 

constante = y a tt . j — a . Jy dp . dcj'. sin. p — N; 
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y étant une fonction de % et de la longitude tsr, ety étant ce que 
devient y lorsque Ton y change et tsr en 0' et t?'. Supposons, en 
effet, qu'il y ait deux rayons différents a . ( i H-oy) et a . ( i -hajH-at;) 
qui satisfassent à cette équation, on aura 

constante =y a TT . (j-f-v) — ^-/Cx'"^^') -dp.dq.sin.p — A^. 
En retranchant Téquation précédente de celle-cî , on aura 

constante = ^iç .v — fv. dp . dq. sin. p. 

Cette équation est visiblement celle d'un sphéroïde homogène en 
équilibre, dont le rayon est a. (i-f-av), et qui n'est sollicité par 
aucune force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle © 
disparaissant de lui-même dans cette équation, le rayon a. (i-f-ar) 
y satisferait encore en y changeant t? successivement dans tsr-f-c/tff 
tff-h2 (ZtiT, etc. d'où il suit que si l'on nomme v», v,, etc. ce que 
devient v en vertu de ces changements, le rayon 

a.\i-hav .d^-hOLi\.d'ts-+-av^.d^-+-eic.\, 

ou a.(i-4-a./t;(Ztff) satisfera à l'équation précédente. Si l'on prend 
l'intégrale/vrftff, depuis tff=o jusqu'à ©=2 tt , le rayon a . ( i -ha.fvd^) 
devient celui d'un sphéroïde de révolution, qui, par ce qui pré- 
cède, ne peut être qu'une sphère; voyons la condition qui en ré- 
sulte pour V. 

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gra- 
vité du sphéroïde dont le rayon est a.(i-i-at;) à la surface, et 
fixons le pôle, ou l'origine de l'angle 6, à l'extrémité de a; v 
sera nul au pôle et positif partout ailleurs; il en sera de même 
de l'intégrale fvd^. Maintenant, puisque le centre de gravité 
du sphéroïde dont le rayon est a.[i-+-av), est au centre de la 
sphère dont le rayon est a, ce point sera pareillement le centre 
de gravité du sphéroïde dont le rayon est a. (iH-a./vrftff); les 
différents rayons menés de ce centre à la surface de ce dernier 
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sphéroïde sont donc inégaux entre eux, si v nest pas nul; il ne 
peut donc être une sphère que dans le cas de r=o; ainsi nous 
sommes assurés qu'un sphéroïde homogène, sollicité par des forces 
quelconques très-petites, ne peut être en équilibre que d'une 
seule manière. 

27. Nous avons supposé que N est indépendant de la figure 
du sphéroïde; c'est ce qui a lieu, à très-peu près, lorsque les 
forces étrangères à l'action des molécules fluides sont dues à la 
force centrifuge de son mouvement de rotation et à l'attraction 
des corps extérieurs au sphéroïde. Mais si l'on conçoit au centre 
du sphéroïde une force finie dépendante de la distance, son ac- 
tion sur les molécules placées à la surface du fluide dépendra de 
la nature de cette surface, et, par conséquent, N dépendra dey. 
Ce cas est celui d'une masse fluide homogène qui recouvre une 
sphère d'une densité diffiérente de celle du fluide; car on peut 
considérer cette sphère comme étant de même densité que le 
fluide, et placer à son centre une force réciproque au carré 
des distances; de manière que si l'on nomme c le rayon de la 
sphère, et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité, 

cette force, à la distance r, sera égale à y tt . —^^ — - . En la mul- 
tipliant par l'élément — dr de sa direction, l'intégrale du produit 
sera y tt .— ^^^- — -% quantité qu'il faut ajouter à a*V; et comme, à 
la surface, on a r=a. (i-f-aj) , il faudra, dans l'équation de l'équi- 
libre du numéro précédent, ajouter à N, t'^ - — r~'(^ — ^y)- 
Cette équation deviendra 

const.= -3— .|i-h(|9 — 1). — |./ — a./y.dp.dq'.sin.p — N. 
Si l'on désigne par a.(n-aj-t-at;) une nouvelle expression du 
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rayon du sphéroïde en équilibre, on aura, pour déterminer v, 
l'équation 

const. = y TT • I iH- (p — 1 ) • "(• ^ — /^'- ^P ' d(j'' sm.p; 

I ^^ I 

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde, en le suppo- 
sant immobile et en faisant abstraction de toute force extérieure. 

Si le sphéroïde est de révolution, v sera uniquement fonction 
de COS. d ou de (x; or on peut, dans ce cas, le déterminer par l'a- 
nalyse du numéro précédent; car si l'on différentie cette équa- 
tion I-+-1 fois de suite, relativement à (x, on aura 

= ±TÇ.\^l-i^{p—l).^^^ 



mais on a 



fdp . dq. sin.p. cos*'"t"" p = — : — » 



•j 1 



l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme : 

o=fdp.dq\sm,p.cos*^p.'^(^^y(^i+{p-i).'^^.(^^ 

On peut prendre t tel qu'abstraction faite du signe on ait 

/ai-i-3\ ( / . c'I 

en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif 
qui rende cette quantité plus grande que l'unité, on s'assurera, 
comme dans le numéro précédent, que cette équation ne peut 

être satisfaite, à moins que l'on ne suppose l , ^^^ ) = o; ce qui 

donne 

t;=(x' -f-i4 . (X'-' -+-5 . (x'"""-+-etc. 



is. 
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En substituant, dans l'équation précédente de réquUibre, au lieu 
de V, cette valeur, et au lieu de v, 

(l'-h A . (»'•■-' -+- B . ft''-' -+- etc. 

(t étant, par le numéro précédent, égal à (i.cos\p — sin'.p.cos.^'; 
on trouvera d'abord 

i_h(p_i)._ 



a* 2i-hi 



ce qui suppose p égal ou moindre que Tunité; ainsi, toutes les 
fois que a, c et p ne seront pas tels que cette équation soit satis- 
faite, i étant un nombre entier positif, le fluide ne pourra être 
en équilibre que d*une seule manière. On aura ensuite 



.4 = 0, B= — ' '/ . '; , etc. 



en sorte que 



1.(1—1) . , i.(«— i).(i— 2).(i-~3) ; , 
^ 2.(21—1) ^ 2.4.(21— 1). (21— 3) ^ 

Il y a donc généralement deux figures d'équilibre , puisque av est 
susceptible de deux valeurs, dont Tune est donnée par la suppo- 
sition de a =0, et dont l'autre est donnée par la supposition de v 
égal à la fonction précédente de (x. 

Si le sphéroïde est sans mouvement de rotation, et n'est solli- 
cité par aucune force étrangère à l'action de ses molécules, la pre- 
mière de ces deux figures est une sphère, et la seconde a pour 
méridien une courbe de l'ordre i. Ces deux courbes se confondent 
dans le cas de 1=1, parce que le rayon a.(i-t-a(x) est celui d'une 
sphère dans laquelle l'origine des rayons est à la distance a de 
son centre ; mais alors il est aisé de voir que p == 1 , c'est-à-dire 
que le sphéroïde est homogène, ce qui est conforme au résultat 
du numéro précédent. 
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28. Lorsque Ton a les figures de révolution qui satisfont à 
l'équilibre , il est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de 
révolution, par la méthode suivante. Au lieu de fixer l'origine de 
l'angle d à l'extrémité de l'axe de révolution, supposons quelle 
soit à une distance y de cette extrémité, et nommons 6' la dis- 
tance , à cette même extrémité , du point de la surface dont d est 
la distance à la nouvelle origine de l'angle d. Nommons de plus 
tff — ê l'angle compris entre les deux arcs d et y, nous aurons 

cos.0'=cos.y. cos.0-hsîn.y.sîn.0. COS. [ts — ê) ; 

en désignant donc par F (cos.0') la fonction 

cos'.e' ^j'^^K . cos':^' 0' -h- etc. 

2.(21—1) 

le rayon du sphéroïde immobile, en équilibre, que nous venons 
de voir être égal à a. {i-har (cos.0)j, sera 

a-f-aa. r { cos.y. cos.ô-hsin.y. sin.0. cos. (t«T — S) j ; 

et quoiqu'il soit fonction de l'angle ©, il appartient à un solide 
de révolution, dans lequel l'angle 6 n'est point à l'extrémité de 
l'axe de révolution. 

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que 
soient a, ê et y, il y satisfera encore en changeant ces quantités 
en a, ê' et y; et, ê" et y", etc. d'où il suit que cette équation étant 
linéaire , le rayon 

a -h CUL. r j cos.y. cos.0-+-sin.y. sin.0. COS. (t«T — S) { 
-f-aa. r j cos./.cos.d-f-sin.y'.sin.ô. COS. (© — €') { 
-4- etc. 

y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient 
n'est plus de révolution; il est formé d*une sphère du rayon a, 
et d'un nombre quelconque de couches semblables à l'excès du 
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sphéroïde de révolution, dont le rayon est a-f-aa. T ((x), sur la 
sphère dont le rayon est a, ces couches étant posées arbitraire- 
ment les unes au-dessus des autres. 

Si l'on compare l'expression de T (cos. 0) , à celle de P^^ du 
n"" 23, on verra que ces deux fonctions sont semblables, et qu elles 
ne diflfèrent que par les quantités y et ê, qui, dans P^'\ sont v 
et ^, et par un facteur indépendant de |x et de tsr; on a donc 

o= J -\-^- ^-4-i.u-hij.r.(cos.6). 

Il est facile d'en conclure que si Ton représente par aF-'^ la 
fonction 

a. r { cos.y .cos.0-hsin.y. sin.0. cos. (tff — ê) j 
-+-a'. r j cos.y'.cos.0-+-sin.y'. sin.0. COS. (© — ê') j 
H- etc. 

F'^ sera une fonction rationnelle et entière de (x, sji — (x*. cos. tsr, 
\J \ — (X*. sin.tff, qui satisfera à l'équatîon aux différences partielles 



^■i(-^>-)(^)i, m 



en choisissant donc pour F'^ la fonction la plus générale de cette 
nature, la fonction a. ( i -j-al'^'^) sera l'expression la plus géné- 
rale du sphéroïde immobile, en équilibre. 

On peut parvenir au même résultat au moyen de l'expression 
de V en séries du n** 11; car l'équation de l'équilibre étant, par 
le numéro précédent , 

const. = \ -\-a\ N; 

si Ton suppose que toutes les forces étrangères à l'action réci- 
proque des molécules fluides se réduisent à une seule force attrac- 
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live égale à y ir.^ — ^ — , placée au centre du sphéroïde, en mul- 
tipliant cette force par l'élément — dr de sa direction, et en l'in- 
tégrant ensuite, on aura 

IPllil:^' = a\ N; 



fir. 



et comme, à la surface, r=a. (i-f-aj), l'équation précédente de 
l'équilibre deviendra 

const.=: Fn-y TT. — . (i — p)-J- 

En substituant, dans cette équation, au lieu de V, sa valeur don- 
née par la formule (3) du n"* 11, dans laquelle on mettra pour r 
sa valeur a. (i-haj), et en substituant pour j sa valeur 

y (•) ^ y (0 ^ y w ^ etc. 
on aura 



(-pl-S-lïfer)!-'""^-''- 



la constante a étant supposée telle que const.= y Tr.o*. Cette équa- 
tion donne F^"^ = o, Y^'^= o, r^'^ = o, etc. à moins que le coeffi- 
cient de l'une de ces quantités, de F^*^ par exemple, ne soit nul, 
ce qui donne 

, V C* 21 — 2 

(^-^)-^ = ÏÏTT' 

i étant un nombre entier positif, et, dans ce cas, toutes ces quan- 
tités sont nulles, excepté Y^"^; on aura donc alors j;=y^'\ ce qui 
est conforme à ce que nous venons de trouver. 

On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de V 
en série ont toute la généralité possible, et qu'il n'est point à 
craindre que quelque figure d'équilibre échappe à l'analyse fon- 
dée sur cette réduction ; ce qui confirme ce que l'on a vu à priori 
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par l'analyse du n*" 11, dans lequel nous avons prouvé que la 
forme que nous avons donnée au rayon des sphéroïdes n'est point 
arbitraire, et découle de la nature même de leurs attractions. 

29. Reprenons maintenant l'équation (i) du n° 23. Si Ton y 
substitue pour V sa valeur donnée par la formule (6) du n^ 14, 
on aura, relativement aux différentes couches fluides, 

riË=:27r./p.c/.a'+4air./|0.c/.ja\P + ^.y^^^^ 

ôr ^^ ^ jr f 3^ 5yj ^^^ » 

+ a^^ { Z^^'>Z(«)+r.Zw+r\Z'*^+etc. | ; (i) 

les diflérentielles et les intégrales étant relatives à la variable a : 
les deux premières intégrales du second membre de celte équa- 
tion doivent être prises depuis a = a jusqu'à a=i, a étant la va- 
leur de a relative à la couche fluide de niveau que l'on considère, 
et cette valeur à la surface étant prise pour unité : les deux der- 
nières intégrales doivent être prises depuis a = o jusqu'à a = a: 
enfin le rayon r doit être changé en a. (i-f-aj) après toutes les 
différentiations et les intégrations. Dans les termes multipliés par 

a, il suffira de changer r en a; mais, dans le terme -^-fp^d. a% 

o r 

il faudra substituer a. (i-haj) pour r; ce qui le change dans 
celui-ci , -jT- . ( i — OLy) .fp . d. a\ et par conséquent dans le suivant, 

l^.ji — a.l " — a.l ' — a.l * — etc.}./p.c/.a\ 

Cela posé, si, dans l'équation (i),on compare les fonctions sem- 
blables, on aura d'abord 



/ 



— = 2ir .fp. d. a^-h- /^ aijp .fp. d{a\Y^') -h -r^fp.d.a' 



o = - 
1 
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les deux premières intégrales du second membre de celte équa- 
tion étant prises depuis a = a jusqu'à a=i; les trois autres in- 
tégrales de ce second membre devant être prises depuis a = o 
jusque a = a. Cette équation ne déterminant ni a, ni F^'^ mais 
donnant seulement un rapport entre ces deux quantités, on voit 
que la valeur de Y^'^ est arbitraire, et peut être déterminée à vo- 
lonté. On aura ensuite, i étant égal ou plus grand que l'unité, 

la première intégrale étant prise depuis a = a jusqu'à a=i, et 
les deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. Cette 
équation donnera la valeur de F^'^ relative à chaque couche fluide, 
lorsque la loi des densités p sera connue. 

Pour réduire ces différentes intégrales dans les mêmes limites , 
soit 

-i^.fp.d. (^) -h z"^ = -t- . z'"' , 

21+1 ^^ \^ / ^' + 1 

l'intégrale étant prise depuis a = o jusqu'à a=i; Z'^*^ sera une 
quantité indépendante de a, et l'équation (2) deviendra 

o = (21 -f-i). a\Y^\fp.d.a'-h^a'^^\fp. d. (^J 

— 3./P . d. (a'-\ Y^^) — 3 a''--^Z'^'•^ , 

toutes les intégrales étant prises depuis a=o jusqu'à a=a. 

On pourra faire disparaître les signes d'intégration par des 
différentiations relatives à a, et l'on aura l'équation différentielle 
du second ordre 

fddY^ _ ( 1.(1+1) _ 6p.a ) yn) _ 6.p.a' (dY^\ 
\ (/a* / I a* fp.d.a*)' fp.d.a^' \da / 

TOME II. 13 
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L'intégrale de celte équation donnera la valeur de Y^^ avec deux 
constantes arbitraires; ces constantes sont des fonctions ration- 
nelles et entières de Tordre i, de (x, y/i— (x*. sm.'Gf, et \/i— (x*. cos. lar, 
telles, quen les représentant par U''\ elles satisfont à Féquation 
aux différences partielles 

— 5 .—A—T—ZJ ^. -V ^^ -)-i.(<-l-ll.t/"'. 



0-— 



(/-r-l) 



L'une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonction Z'^'^ 
qui a disparu par les différentiations, et il est visible quelle 
sera un multiple de cette fonction. Quant à l'autre fonction, si 
l'on suppose que le fluide recouvre un noyau solide, elle se dé- 
terminera au moyen de l'équation à la surface du noyau, en ob- 
servant que la valeur de Y^'^ relative à la couche fluide contiguë 
à cette surface est la même que celle de cette surface. Ainsi la 
figure du sphéroïde dépend et de la figure du noyau intérieur, et 
des forces qui sollicitent le fluide. 

30. Si le sphéroïde est entièrement fluide, rien ne détermi- 
nant alors une des constantes arbitraires, il semble qu'il doit y 
avoir une infinité de figures d'équilibre. Examinons particulière- 
ment ce cas, d'autant plus intéressant qu'il paraît avoir eu lieu 
primitivement pour les corps célestes. 

Nous observerons d'abord que les couches du sphéroïde doivent 
diminuer de densité en allant du centre à la surface, car il est clair 
que si une couche plus dense était placée au-dessus d'une couche 
moins dense, ses molécules pénétreraient dans celle-ci , de même 
qu*un corps pesant s'enfonce dans un fluide de moindre densité: le 
sphéroïde ne serait donc point en équilibre. Mais quelle que soit sa 
densité au centre, elle ne peut être que finie; en réduisant donc 
l'expression de p dans une suite ascendante par rapport aux puis- 
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sances de a, cette suite sera de la forme ê — y.a"" — etc. 6, y et n 
étant positifs; on aura ainsi 

^ — ' — h etc. 



fp.d.a' (n+3).e 

et l'équation différentielle en 1 "' deviendra 

•I- m 



1! 

a* 



6 ( nyM" 



Pour intégrer cette équation, supposons que 1 ■' soit développé 
dans une suite ascendante par rapport aux puissances de a de 
cette forme , 

Téquation différentielle précédente donnera 

(5H-i-H3).(5 — i-hs). a' -\ U^'-h (5'-4-H-3).(s' — /--h-a) a' \i ''-^ etc. 

=,^^^,\^s^i).a'-\ L^^'^-f-(5'-f-i).a''-\ L''^''-t-etc.!. (e) 

En comparant les puissances semblables de a, on a d'abord 
(5-i-îH-3).(5 — i-h2) = o; ce qui donne s = i — 2 et s= — i — 3. 
A chacune de ces valeurs de s répond une série particulière qui, 
étant multipliée par une arbitraire, sera une intégrale de Téqua- 
tion difiTérentielle en Y^*^ : la somme de ces deux intégrales en sera 
Tintégrale complète. Dans le cas présent, la suite, qui répond 
à 5 = — i — 3, doit être rejetée; car il en résulterait pour a 1''^ 
une valeur infinie, lorsque a serait infiniment petit, ce qui ren- 
drait infinis les rayons des couches infiniment voisines du centre. 
Ainsi, des deux intégrales particulières de l'expression de r^'-, 
celle qui répond à 5=1 — 2 doit seule être admise. Cette expres- 

13. 
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sion ne renferme plus alors qu une arbitraire qui sera déterminée 
par la fonction Z^'\ 

Z^'^ étant nul par le n"* 23, Y^'^ est pareillement nul, en sorte 
que le centre de gravité de chaque couche est au centre de gravité 
du sphéroïde entier. En effet, l'équation différentielle en Y^'^ du 
numéro précédent donne 

/d(fFn _(2 6pa ) y^,, e.p.a' (AX1\ 

\da* ) (a* jp.rf.a') jp.dM^\da / 

On satisfait à cette équation en faisant 7^'^= , (/^'^ étant indé- 
pendant de a. Cette valeur de î ''^ est celle qui répond à Téqua- 
tion s=i — 2; elle est, par conséquent, la seule que Ton doive 
admettre. En la substituant dans l'équation (2) du numéro précé- 
dent, et en y supposant Z^'' == o , la fonction (/^'^ disparaît, et par 
conséquent reste arbitraire; mais la condition que l'origine du 
rayon r est au centre de gravité du sphéroïde terrestre la rend 
nulle, car on verra, dans le numéro suivant, qu'alors î^'^ est nul 
à la surface de tout sphéroïde recouvert d'une couche de fluide 
en équilibre; on aura donc, dans le cas présent, [/^'^ = o; ainsi 
y^'^ est nul relativement à toutes les couches fluides qui forment 
le sphéroïde. 

Considérons maintenant l'équation générale 

Y^^ = a\U^^^-^af.W^-heic. 

s étant, comme on vient de le voir, égal à i — 2, s est nul ou 
positif, lorsgue i est égal ou plus grand que 2 ; de plus , les fonc- 
tions U'^\ U"^'\ etc. sont données en f/^'^ par l'équation [e) de ce 
numéro; en sorte que l'on a 

h étant une fonction de a, et U^'^ en étant indépendant. Si Ton 
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substitue cette valeur de Y^"^ dans l'équation dififérentielle en Y^'\ 



on aura 



ddh (. /. X 6p. a' 1 h 6. p. a' dh 

da* ( ^ ^ jp.d.a^)' a^ fp.d.a^' da' 

Le produit i. (n-i) est plus grand que jj—^^ lorsque i est égal 

ou plus grand que a ; car la fraction ,/' ^ est moindre que l'u- 
nité; en eflfet, son dénominateur fp.d.a' est égal à p . a' — fa\ dp , 
et la quantité — fd'-dp est positive, puisque p diminue du centre 
à la surface. 

dh 

Il suit de là que het-j- sont constamment positifs du centre à 

la surface. Pour le faire voir, supposons que ces deux quantités 
soient positives en partant du centre; dh doit alors devenir néga- 
tif avant h, et il est clair qu'il doit, pour cela, passer par zéro; 
mais, dès l'instant où il est nul, dh devient positif en vertu de 
l'équation précédente, et par conséquent dh commence à croître: 
il ne peut donc jamais devenir négatif; d'où il suit que h et dh 
consei^ent constamment le même signe, du centre à la surface. 
Maintenant ces deux quantités sont positives en partant du centre; 
car on a , en vertu de l'équation ( e ) , s — i=s-^n — a , ce qui 
donne $ = {-+-11 — 2 ; on a ensuite 



d'où l'on tire 



f/(0 



on aura donc 



(/i+3).('ii+n-M).e' 



I . . 6.(1 — 1). y. a*-*-"-* 

A=tf— -f- , \. . \ , — —^ -h etc. 

du ^ * (n-t-3).(2i+w+i).6 
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y, ê et /i étant positifs, on voit quau centre h et dh sont positifs 
lorsque i est égal ou plus grand que 2 ; ils sont donc constam- 
ment positifs du centre à la surface. 

Relativement à la Terre, à la Lune, à Jupiter, etc. Z^'^ est nul 
ou insensible lorsque i est égal ou plus grand que 3 ; l'équation (2) 
du numéro précédent devient alors 

la première intégrale étant prise depuis a = a jusqu'à a= 1 , et 
les deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. A la 
surface où a=i , cette équation devient 

o=z\--[2i-}-i).h.fp.d.a'-+-^.fp.d.{a''*'\h)\.V^\ 

équation que Ton peut mettre sous cette forme : 

0=1 — (21 — 1) .p .h-^[ii-^\) .h.fa\dp—Z .fa'-^'h.dp\.U^'\ 

dp est négatif du centre à la surface, et h croît dans le même 
intervalle; la fonction [ii-\-\).h.fa\dp — i .fcC^^h.dp est donc 
négative dans le même intervalle; ainsi, dans l'équation précé- 
dente, le coefficient de JJ^^ est négatif et ne peut être nul à la sur- 
face; Ï7'^ doit donc être nul, ce qui donne y^'^==o; l'expression 
du rayon du sphéroïde se réduit ainsi à a-f-aa. jî^"^-{-y^* j; c'est- 
à-dire que la surface de chaque couche de niveau du sphéroïde 
est elliptique, et, par conséquent, sa surface extérieure est ellip- 
tique. 

Z^', parrapportàlaTerre,est,par len*" 23, égal à — —. (jx'—y); 
Téquation ( a ) du numéro précédent donne ainsi 

0= if ir . a'./p. dh-\'tta\h .fp. d.a:+\ is .fp. d. [a'k) | . l "'- -2- . a'. ((*•-- i-) . 
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À la surface, la première intégrale fp-dh est nulle; on aura donc 
à cette surface où a=i , 

\'!r.h.jp.d.a^—^'n.jp.d.[a^h) ' 

Soit a ^ le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à Téqua- 
teur; l'expression de la pesanteur étant, aux quantités près de 
Tordre a, égale à \'K .fp.d.a\ on aura ^ = y ira^ ./p.c/. a'; 
partant 

^ ' fp.a^da 

en comprenant donc dans la constante arbitraire a, que nous 
avons prise pour Tunité, la fonction 



^'' '' fp.a^da 



le rayon du sphéroïde terrestre à la surface sera 

^ ' jp.a^da 

Ce rayon est celui d'un ellipsoïde de révolution dont le demi 
petit axe est Tunité, et dont le demi-grand axe est 

a h.<P 
1 -î 



2 k ^ jp/^'^'^'^'y 

^ ' fp.a*da 



La figure de la Terre^ supposée fluide, ne peut donc être que celle 
d'un ellipsoïde de révolution, dont toutes les couches de même 
densité sont elliptiques et de révolution, et dans lequel les ellip- 
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ticités croissent, et les densités diminuent du centre à ]a surface. 
Le rapport des ellipticités aux densités est donné par Téquation 
diflférentielle du second ordre 

ddh 6h l pa^ ) ip.a'^ dh 

da* a*'( 3./p.a*daj fp.a^da' da' 

Cette équation n'est intégrable par les méthodes connues que dans 
quelques suppositions particulières sur les densités p; mais si la 
loi des ellipticités était donnée, on aurait facilement celle des 
densités correspondantes. On a vu que l'expression de h, donnée 
par l'intégrale de cette équation, ne renferme, dans la question 
présente, qu'une arbitraire qui disparaît de la valeur précédente 
du rayon du sphéroïde; il n'y a donc qu'une seule figure d'é- 
quilibre, très-peu différente de la sphère, qui soit possible, et il 
est facile de s'assurer que les limites de l'aplatissement de cette 

figure sont — et y . a ^ , dont la première répond au cas où toute 

la masse du sphéroïde serait réunie au centre, et dont la seconde 
répond au cas où cette masse serait homogène. 

Les directions de la pesanteur, depuis un point quelconque de 
la surface jusqu'au centre, ne forment point une ligne droite, 
mais une courbe dont les éléments sont perpendiculaires aux 
couches de niveau qu'elle traverse : cette courbe €st la trajectoire 
à angles droits de toutes les ellipses qui, par leur révolution, for- 
ment ces couches. Pour déterminer sa nature, prenons pour axe 
le rayon mené du centre au point de la surface, étant l'angle 
que ce rayon forme avec l'axe de révolution. On vient de voir 
que l'expression générale du rayon d'une couche quelconque du 
sphéroïde est a-r-ak.ah.[i — jx'], k étant indépendant de a; de 
là il est facile de conclure que si l'on nomme ay l'ordonnée 
abaissée d'un point quelconque de la courbe sur son axe, on aura 

' ? • /i i r h,da) 

ay=aa/î.sin. 2W.{c — ( , 

•^ ( J « ) 
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c étant la valeur entière de l'intégrale 1 — ^ — prise depuis le centre 

jusqu'à la surface. 

' 31. Considérons présentement le cas général dans lequel le 
sphéroïde f toujours fluide à sa surface, peut renfermer un noyau 
solide d'une figure quelconque peu différente de la sphère. Le 
rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa surface, et la 
loi de la pesanteur à cette surface, ont quelques propriétés géné- 
rales qu'il est d'autant plus essentiel de considérer que ces pro- 
priétés sont indépendantes de toute hypothèse. 

La première de ces propriétés est que, dans l'état d'équilibre, la 
partie fluide du sphéroïde doit toujours se disposer de manière 
que la fonction Y^'^ disparaisse de l'expression du rayon mené du 
centre de gravité du sphéroïde entier à sa surface, en sorte que le 
centre de gravité de cette surface coïncide avec celui du sphéroïde. 

Pour le faire voir, nous observerons que R étant supposé re- 
présenter le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à l'une 
quelconque de ses molécules, l'expression de cette molécule sera 
p. R\dR.dll. d'us; et l'on aura, par le n"" 12, en vertu des pro- 
priétés du centre de gravité, 

o=fp.R\dR.d^.d^.li, 

o =fp . R'- dR . d(i . rftar . \/i — (x*. sin. ta? , 

o =fp .R'.dR.d^. d'us . \J 1 — (x'. COS. ta? ; 

Concevons l'intégrale fp.R\dR prise relativement à jR, depuis 
l'origine de jR jusqu'à la surface du sphéroïde, et ensuite déve- 
loppée dans une série de la forme 

N'" -+- A' '" -f- N^*^ -+- iV'^' "h etc. 

N^^ étant, quel que soit i, assujetti à l'équation aux différences 
partielles 

^=|-^ d;r^^-\^\=^ 

TOME II. 14 
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on aura, par le n® 12, lorsque i est différent de F unité, 

o =:ifN^'K dii.d'cs . \/ 1 — fjt\ COS. tar. 

Les trois équations précédentes , données par la nature du centre 
de gravité, deviendront 

o == fN^'K ^.dfi.d'cs; o=fN^'K dfi.d^. y/i — (x*. sin. «; 

o =y iV^*^ .d\L.d^. \J \ — (jt*. COS. tar. 

iV '^ est la forme H^L-i-H' .\Ji — (jt*.sin.'CT4-^\ y/i — (i*. cos.tar; 
en substituant cette valeur, dans ces trois équations ^ on aura 

H=o, W = o, H"=o^ 

partant iV^*^ = o: c*est la condition nécessaire pour que Torîgine 
de R soit au centre de gravité du sphéroïde. 

Voyons maintenant ce que devient N^'^ relativement aux sphé- 
roïdes peu différents de la sphère et recouverts d*un fluide en 
équilibre. On a, dans ce cas, /î = a. ( i -h aj) , et l'intégrale 
fp.R\dRy devient \fp.d.\a\ [i^koLy] \y la diflPérentielle et Tin- 
tégrale étant relatives à la variable a, dont p est fonction. En 
substituant pour y sa valeur y^'^-i- y ^'^-f- F^'^-h etc. on aura 

L'équation (2) du n* 29 donne à la surface où a= 1, et en ob- 
servant que Z^'^ est nul, 

fp.d.[a\Y^'^) = Y^'Kfp.d.a\ 

la valeur de F'\ dans le second membre de cette équation, étant 
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relative à la surface; ainsi N^'^ étant nul, lorsque Torigine de R 
est au centre de gravité du sphéroïde, on a pareillement Y^'^=o. 

32. L'état permanent de l'équilibre des corps célestes nous 
fait connaître encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les 
planètes ne tournaient pas exactement, ou, du moins, à très-peu 
près, autour d'un de leurs trois axes principaux de rotation, il 
en résulterait, dans la position de leurs axes de rotation, des 
changements qui seraient sensibles, surtout pour la terre; et 
comme les observations ]es plus précises n'en font apercevoir 
aucun, nous devons en conclure que depuis longtemps toutes les 
parties des corps célestes, et principalement les parties fluides 
de leurs surfaces, se sont disposées de manière à rendre stables 
leur état d'équilibre, et par conséquent leurs axes de rotation. 
Il est, en effet, très-naturel de penser qu'après un grand nombre 
d'oscillations, elles ont dû se fixer à cet état, en vertu des résis- 
tances qu'elles éprouvent. Voyons maintenant les conditions qui 
en résultent dans l'expression des rayons des corps célestes. 

Si l'on nomme Xy j, z les coordonnées rectangles d'une molé- 
cule dMàxx sphéroïde, rapportées aux trois axes principaux, l'axe 
des X étant l'axe de rotation du sphéroïde, on aura, par les pro- 
priétés de ces axes, démontrées dans le premier livre, 

o=fxy.dMy o = fxz.dM, o = fyz.dM, 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière du sphéroïde. 
B, étant le rayon mené de l'origine des coordonnées à la molé- 
cule dM, B étant l'angle formé par R et par l'axe de rotation , et 
lïT étant l'angle que le plan formé par cet axe et par R fait avec 
le plan formé par cet axe et par celui des deux axes principaux , 
qui est l'axe des y , on aura 

x:=R.yL, y=R.^i — (X*. COS.®, z=R.\/i — jx^-sin.®, 

dM=p. R\ dR.dfi. dis. 

14. 
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Les trois équations données par la nature des axes principaux de 
rotation deviendront ainsi 

o=^fp.R\dR.d\L. d^ . |x . \/i — (x*. cos.tzp, 
o = /p./{*,c//î.c/(x.c/taf .jx.y/i — flTsin.®, 
o = fp. R\dR.dll. d'à. (i — fjt') .sin. i^. 

Concevons l'intégrale fp.R^.dR prise par rapport à jR, depuis 
7{=zo jusqu'à la valeur de /{ à la surface du sphéroïde, et déve- 
loppée dans une suite de la forme U^'^ -+- U^'^ H- U'*^ -f- (7 '^ -h etc. 
f/^'^ étant, quel que soit i, assujetti à l'équation aux différences 
partielles 

on aura, par le théorème du n"* 12, lorsque i est différent de 2, et 
en observant que les fonctions (x.yi— (x*. cos.®, (x.\/i— /x'-sin.®, 
et (i — (x').sin.2taf, sont comprises dans la forme U^^K 



o = fU^'\ dfi.d'cs .yL. \/i — (x*. cos.®, 
o = /f/ ^'\ rf(x . cte . (X . y/ 1 — |x\ si n • tar , 
o= fU^'Kdii.d'CS . (i — (x') .sin.2«. 

Les trois équations relatives à la nature des axes de rotation de- 
viendront ainsi 

o = fU^^K rfjx . cfe . (X . y/i — (x\ cos.tar, 
o = fU'*K dyL.d'us .yL. \/i — (x*. sin. tfy, 
o = fil^*Kd^.d'cs. ( 1 — (x*) . sin.a®. 

Ces équations ne dépendent donc que de la valeur de U^*^ : 
cette valeur est de la forme fl". (fjt*- y) + ^'.(x.\/i — (x*.sin. taf + 
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+ //^(x.y'l— fx^cos.t[y + ^^(l--lx•).sm.2taf+J^^'^(l--(x') .cos.2« : 
en la substituant dans les trois équations précédentes, on aura 

C'est à ces trois conditions que se réduisent les conditions néces- 
saires pour que les trois axes des x, des j et des z soient de véri- 
tables axes de rotation, et alors f/-'^ sera de la forme 

/f.(ft*— |)-4-H".(l— jX'j.COS. 2«. 

Lorsque le sphéroïde est un solide peu différent de la sphère, 
recouvert d'un fluide en équilibre, on a /î = a. (iH-aj), et par 
conséquent 

fp.R\dR = \.fp.d.\a\[i-^h(ty)\. 
Si Von substitue pour y sa valeur 7^"^-+- T^' H- F^'^-h- etc. on aura 

L'équation (2) du n° 29 donne à la surface du sphéroïde 

y^*' etZ^*\ dans le second membre de cette équation, étant rela- 
tifs à la surface; on a donc 

La valeur de Z^*^ est de la forme 



— -. ((X* — y)-|-(jf'. (X. y/i — (X*. sin.tar -f- (jf". jx . \/ 1 — (x\ cos.® 

-+-(7^ (1 — (X*) .sin. 2'cy^-(/'^ (1— (x*) .cos. 2taf; 

et celle de F^'^ est de la forme 

— h. (jx* — y ) -h A'. (X . y/ 1 — (x*. sin. tzp -4- A\ (X . \/ 1 — (x*. cos.'CT 

h"'.[ 1 — (X*) .sin. 2taf-f-/l'^ (1 — ix').cos.2'CT. 
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En substituant dans Téquation précédente ces valeurs, et 
H.[fi' — y)-|-jF/'^(l — |x*).cos. 2^, au lieu de U^*\ on aura 



// m 



Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le 
sphéroïde tourne autour d'un de ses axes principaux de rotation. 
Cette supposition détermine les constantes h!, h\ h" au moyen 
des valeurs àe g, g\ g" ; mais elle laisse indéterminées les quan- 
tités h et /i"^, ainsi que les fonctions Y^^\ Y^''\ etc. 

Si les forces étrangères à l'attraction des molécules du sphé- 
roïde se réduisent à la force centrifuge due à son mouvement de 
rotation, on aura 5f'=o, g"=Oy g"'=o; partant A=o, ^"=0, A*=o, 
et l'expression de Y^*^ sera de la forme 

— h. (fjt' — y)-+-/^'^ (i — |x') .COS. 2tU. 

33. Considérons l'expression de la pesanteur à la surface du 
sphéroïde. Nommons p cette force ; il est aisé de voir, par le n** 25, 
que l'on aura sa valeur en difiFérentiant le second membre de 
l'équation (i) du n** 29 par rapport à r, et en divisant sa difiFé- 
rentielle par — dr^ ce qui donne à la surface 

— ar. i 2 . Z«-4- a . Z«-h 3 r. Z'^-f- 4 r'. Z'*' -netc. | , 

ces intégrales étant prises depuis a=o jusqu'à a=i. Le rayon 
r à la surface est égal à i-f-aj ou égal à 

1 -h a . 1 1' w-h y '"-+- 1•''*'^- etc. I ; 
on aura ainsi 

p= ^./p.rf.a'— ^jyc;-l-}w-f-y";--f-etc.|./p.rf.a' 

-4-4air./p.d.ta\FW-f- —^.F'"^ ^ . y O-^. A£l . i «+ etc. j 
— a . 1 2 . Zw^ 2 . Z"''-4- 3 . ZW-f- 4 . Z'"-^- etc. î . 
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On peut faire disparaître les intégrales de cette expression au 
moyen de Téquation (2) du n** 29, qui devient à la surface, 



^.fp.d.{a!-\Y^^)=iir.Y^^Kfp.d.a^—Z^' 



) 



21+ 
en supposant donc 

on aura 

p=P-^(tP. \ y(«)-H2 . F^^-+-3 . 7^*^ -+- (ï— 1) . I'"''^-^ etc.j 

— a.{5.Z^'^-+-7.Zf^J-H9.Z(*î -+.(2i-f-i) .Z^o^etc-j. 

C'est par Tobservation des longueurs du pendule à secondes que 
Ton a reconnu la variation de la pesanteur à la surface de la 
terre. On a vu, dans le premier livre, que ces longueurs sont 
proportionnelles à la pesanteur; soient donc / et L les longueurs 
du pendule correspondantes aux pesanteurs p et P, l'équation 
précédente donnera 

/=zL-f-aL. j yî'^-^2 . F^^+3 . Y^'^ -+-(^— 1) • Y^'^l 

— ^.{5.Zî*)-4-7 . Z^^^-hg. Z^*^ -+.(2 i-f-i) . Z^'M- 

Relativement à la terre, aZ^*' se réduit, par le n** 23, à — ^. (jx*— y) , 

OU, ce qui revient au même, à -.P. (jx* — y), a (p étant le 

rapport de la force centrifuge à la pesanteur à Téquateur; de plus, 
Z^'\ Z^*^ etc. sont nuls; on a donc 

Le rayon osculateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon 
i-haj, est 
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en désignant donc par c la grandeur du degré d'un cercle dont 
le rayon est ce que nous avons pris pour l'unité, l'expression du 
degré du méridien du sphéroïde sera 

y est égal à 1 •" -f-y^'^H-l *^-t-etc. on peut faire disparaître >'"^ en 
le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise 
pour l'unité, et F'^ en fixant l'origine du rayon au centre de gra- 
vité du sphéroïde entier. Ce rayon devient ainsi 

H-a. { y(>^-+-l'(-^^-l-r*'^-t-etc.!. 
Si l'on observe ensuite que 



i—(i(t. 



l'expression du degré du méridien deviendra 



ac. 1 5 . y"!-4-i 1.}'"' H- (/'-hi— i) . l'"''-f- etc. ! 



-^acf*-l(^) + (^) -^-etc. 






ac . ^ ^ ^ 



-h etc. 
1 — iifi 



Si Ton compare ces expressions du rayon terrestre, de la lon- 
gueur du pendule et de la grandeur du degré du méridien, on 
voit que le terme a 1'^'^ de l'expression du rayon est multiplié par 
i — 1, dans l'expression de la longueur du pendule, et par 
V-hi — 1 dans celle du degré; d'où il suit que, pour peu que 
i — 1 soit considérable, ce terme sera plus sensible dans les ob- 
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servations de la longueur du pendule que dans celle de la paral- 
laxe horizontale de la lune, qui est proportionnelle au rayon ter- 
restre; il sera plus sensible encore dans les mesures des degrés 
que dans les longueurs du pendule. La raison en est que les 
termes de l'expression du rayon terrestre subissent deux difFé- 
rentiations dans Texpression du degré du méridien, et chaque 
différentiation multiplie ces termes par l'exposant correspondant 
de ft, et les rend ainsi plus considérables. Dans l'expression de la 
variation de deux degrés consécutifs du méridien , les termes du 
rayon terrestre subissent trois différentiations consécutives; ceux 
qui écartent la figure de la terre de celle d'un ellipsoïde peuvent 
devenir, par là, très-sensibles, et l'ellipticité conclue de cette va- 
riation peut être fort difiFérente de celle que donnent les longueurs 
observées du pendule. Ces trois expressions ont l'avantage d'être 
indépendantes de la constitution intérieure de la terre, c'est-à- 
dire de la figure et de la densité de ses couches, en sorte que si 
l'on parvient à déterminer les fonctions 1 ^*^ 1'^*^ etc. par les me- 
sures des degrés des méridiens et des parallaxes, on aura sur-le- 
champ la longueur du pendule; on pourra donc ainsi vérifier si 
la loi de la pesanteur universelle s'accorde avec la figure de la 
terre, et avec les variations observées de la pesanteur à sa sur- 
face. Ces relations remarquables entre les expressions des degrés 
du méridien et des longueurs du pendule peuvent servir encore 
à vérifier les hypothèses propres à représenter les mesures des 
degrés des méridiens: c'est ce qui va devenir sensible par l'ap- 
plication que nous allons en faire à l'hypothèse proposée par Bou- 
gaer pour représenter les degrés mesurés au nord, en France, et 
à Téquateur. 

Supposons que l'expression du rayon terrestre soit iH-a.l ^*' 

a . Y^'\ et que l'on ait 

TOME II. 15 
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il est aisé de voir que ces fonctions de fi satisfont aux équaticms 
à différences partielles auxquelles Y^*^ et T^*^ doivent satisfaire. 
La variation des degrés du méridien sera» par ce qui précède, 

Bouguer suppose cette variation proportionnelle à la quatrième 
puissance du sinus de la latitude, ou, ce qui revient à peu près 
au même, à (x*; en faisant donc disparaître de la fonction précé- 
dente le terme multiplié par |x*, on aura 

B=-^.A; 

ainsi, dans ce cas, le rayon mené du centre de gravité de la terre 
à sa surface sera, en prenant pour unité celui de Téquateur, 

L'expression de la longueur / du pendule deviendra, en dési- 
gnant par L sa valeur à Téquateur, 

L + |a (p . L . (X*— ^^^ . (16 . fi'-4- 2 1 . (X*). 

Enfin, l'expression du degré du méridien sera, en nommant c sa 
grandeur à Téquateur, 

Nous observerons ici que, conformément à ce que nous venons 
de dire, le terme multiplié par (x^ est trois fois plus sensible dans 
l'expression de la longueur du pendule que dans celle du rayon 
terrestre, et cinq fois plus sensible dans l'expression de la gran- 
deur du degré que dans celle de la longueur du pendule; enfin, 
sur le parallèle moyen, il serait quatre fois plus sensible dans 
l'expression de la variation des degrés consécutifs que dans celle 
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du degré même- Suivant Bouguer, la difiFércnce des degrés du pôle 
et de Téquateur, divîsée par le degré de Téquateur, est de tt Ht? 
cest le rapport qu'exigent, dans son hypothèse, les mesures des 
degrés de Pello, de Paris, et de Téquateur. Ce rapport est égal à 
^5^ .aA; on a donc 

ai4=:o,oo547i7. 

En prenant pour unité la longueur du pendule à l'équatcur, la 
variation de cette longueur, dans un lîeu quelconque, sera 

--^:^2||lil.|i6.ft'+2i.ftMH-|«9.ft'. 

On a, par le n° 19, 

a^z=:o,oo345i i3; 
ce qui donne 

Aa9 = o,oo86278, 

et la formule précédente devient 

0,0060629 . (X* —0,0033796 . (X\ 

A Pelio où |x=sin.74*'2 2', cette formule donne 0,0027016, pour 
la variation de la longueur du pendule. Suivant les observations, 
cette variation est o,oo4462 5, et par conséquent beaucoup plus 
grande; ainsi l'hypothèse de Bouguer ne pouvant pas se conci- 
lier avec les observations de la longueur du pendule, elle n'est 
pas admissible. 

34, Appliquons les résultats généraux que nous venons de 
trouver, au cas où le sphéroïde n est point sollicité par des at- 
tractions étrangères, et où il est formé de couches elliptiques 
ayant leur centre au centre de gravité du sphéroïde. On a vu que 
ce cas est celui de la terre supposée originairement fluide : il est 
encore celui de la terre dans l'hypothèse où les figures de ses 

15. 
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couches seraient semblables. En effet, l'équation (2) du n** 29 
devient, à la surface, où a=i, 

0= Y^^Kfp.a\da ^ .fp.d. (a^'-\ F'M - 4^ . 

*^* 21+1 *^* ^ ^ aw 

Les couches étant supposées semblables, la valeur de Y^"^ est, 
pour chacune d'elles, la même qu'à la surface; elle est par con- 
séquent indépendante de a, et l'on a 



•^^ ( \2l+l/ 



Lorsque i est égal ou plus grand que 3, Z^'^ est nul relativement à 

la terre; d'ailleurs, le facteur 1 — (— = — ) • of est toujours positif; 

donc alors F*^ est nul. Y^'^ est encore nul, par le n** 31, lorsque 
l'on fixe l'origine des rayons au centre de gravité du sphéroïde; 

enfin on a, par le n*" 33, Z^*^ égal à — ^« (f^' — y) • A'ït . fp. a*da; 
on a donc 

yw:_ t . 

fp.a\da.{i — a*) ' 

ainsi la terre est alors un ellipsoïde de révolution. Considérons 
donc généralement le cas où la figure de la terre est elliptique 
et de révolution. 

On a dans ce cas, en fixant l'origine des rayons terrestres, au 
centre de gravité de la terre, 

yc) = o, yw=o, yw=o, etc. 

h étant une fonction de a ; on a de plus , 

Z"' = o, Z<" = o, Zw = o, etc. 
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TéquatioD (2) du n** 29 donnera donc à la surface, 

= 6. fp.d. (a*/t)H-5. (ip — 2/1) . fp.d.a\ (1) 

Cette équation renferme la loi qui doit exister pour l'équilibre , 
entre les densités des couches du sphéroïde et leurs ellipticités ; 
car le rayon d*une couche étant a. j i-^-olY^'^ — ak.[\L^ — \) \ ; si 
Ton suppose, comme cela est permis, y^"^ = — y/e, ce rayon de- 
vient a. {1 — aA.fJt* j, et alors a/t est l'ellipticité de la couche. 

k. la surface du sphéroïde, le rayon est 1 — a/i.fx'; d'où Ton 
voit que les diminutions des rayons, en allant de Téquateur aux 
pôles, sont proportionnels à jx*, et par conséquent au carré du 
sinus de la latitude. 

L'accroissement des degrés du méridien, de Téquateur aux 
pôles, est, par le numéro précédent, égal à 3a/tc.(x*, c étant le 
degré de Téquateur; il est donc encore proportionnel au carré du 
sinus de la latitude. 

L'équation (1) nous montre que les densités étant supposées 
diminuer du centre à la surface, l'ellipticité du sphéroïde est 
moindre que dans le cas de l'homogénéité, à moins que les ellip- 
ticités n'aillent en augmentant de la surface au centre, dans un 
plus grand rapport que la raison inverse du carré des distances 

à ce centre. En effet, si l'on suppose h=^ —^ on aura 



fp .d.[ a*h )i=ifp.d.[a^a) = u .fp .d.a' +f[du .Ja\ dp ) . 

Si les ellipticités croissent dans un moindre rapport que — , u 

augmente du centre à la surface , et par conséquent du est posi- 
tif; d'ailleurs dp est négatif, par la supposition que les densités 
diminuent du centre à la surface; ainsi / [dii.fa^dp) est une 
quantité négative, et en faisant à la surface, 

fp.d{a'h) = {h-f).fp.d.a\ 
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/ sera une quantité positive. Cela posé, l'équation (i) donnera 

, _ 5(p-6/, 
n— ^ , 

clIi sera donc moindre que -^ , et par conséquent il sera plus 

petit que dans le cas de Thomogénéité où, dp étant nul, ^ est égal 
à zéro. 

Il suit de là que dans les hypothèses les plus vraisemblables , 
Taplatissement du sphéroïde est moindre que — r-^ ; car il est na- 
turel de penser que les couches du sphéroïde sont plus denses 
en approchant du centre, et que les ellipticités augmentent de la 

surface au centre, dans un moindre rapport que —, ce rapport 

donnant un rayon infini aux couches infiniment voisines du 
centre, ce qui est absurde. Ces suppositions sont d'autant plus 
vraisemblables, quelles deviennent nécessaires dans le cas où le 
sphéroïde a été originairement fluide: alors, les couches les plus 
denses sont, comme on Ta vu, les plus voisines du centre, et les 
ellipticités, loin d'augmenter en allant de la surface au centre, 
vont au contraire en diminuant. 

Si Ton suppose que le sphéroïde soit un ellipsoïde de révolu- 
tion recouvert d'une masse fluide homogène d'une profondeur 
quelconque; en nommant a le demi-petit axe de l'ellipsoïde solide, 
et (thi son ellipticité , on aura à la surface du fluide 

fp .d.[a'h)=:h—a\K -^ fp .d.[a'h)i 

l'intégrale du second membre de cette équation étant prise rela- 
tivement à l'ellipsoïde intérieur, depuis son centre jusqu'à sa sur- 
face, et la densité du fluide qui le recouvre étant prise pour 
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Tunité. L*équation (i) donnera donc pour Texpression de Tellip- 
ticité ah du sphéroïde terrestre, 

, _ 5a(p.\ i'-a''^fp.d.a'\ — 6ah\a'+6a.fp.d.{a'h) ^ 
^ 4—io.a''+ lo./p .d.a' ' 

les intégrales étant prises depuis a = o jusquà a=a. 

Considérons présentement la loi de la pesanteur, ou, ce qui 
revient au même, celle de la longueur du pendule , à la surface 
du sphéroïde elliptique en équilibre. La valeur de / trouvée dans 
le numéro précédent devient, dans ce cas^ 

en faisant donc IJ=L—\aL.{\(p — h)^ on aura, en négligeant 
les quantités de l'ordre a*, 

équation d'où il résulte que V est la longueur du pendule à se- 
condes, à Téquateur, et que cette longueur croît de Téquateur aux 
pôles proportionnellement au carré du sinus de la latitude. 

Si Ton nomme ae l'excès de la longueur du pendule au pôle 
sur sa longueur à Téquatcur, divisé par cette dernière longueur, 
on aura ae=a. (y^ — /t) , et par conséquent 

équation remarquable entre l'ellipticité de la terre et la variation 
de la longueur du pendule de l'équateur aux pôles. Dans le cas 
de l'homogénéité, ah=^(t<^; ainsi, dans ce cas, ae = (th; mais 
si le sphéroïde est hétérogène, autant œh est au-dessus ou au-^dessous 
de \ a<p, autant ae est au-^dessous ou au-dessus de la même quantité. 
35. Les planètes étant supposées recouvertes d'un fluide en 
équilibre, il est nécessaire, dans le calcul de leurs attractions, de 
connaître l'attraction des sphéroïdes dont la surface est fluide et 
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en équilibre : on peut l'exprimer fort simplement de cette ma- 
nière. Reprenons Téquation (5) du n° 14, on en fera disparaître 
les signes d'intégration, au moyen de l'équatîon (2) du n** 29, 
qui donne à la surface du sphéroïde 

-^ .fp.d. {a'-\ 7<'') = ^ . F'-Vp. d. a^-Z^^ ; 

ainsi, en fixant l'origine des rayons r au centre de gravité du 
sphéroïde , ce qui fait disparaître 1^'^ ; en observant ensuite que 
Z^'^ est nul, et que F^"^ étant arbitraire, on peut supposer 

^.1 "^ — Z^"=o; l'équation (5) du nM4 donnera 

F=^./p.r/.a'-h ~— . 1^'^H 1 -4-etc. ./p.(Z.a' 

3i, jr ir^ ( r r* ) * "^ 

7. Z^^H \ r -^ etc. ; 

expression dans laquelle on doit observer que -5-. /p. rf. a' ex- 
prime la masse du sphéroïde, puisque, dans le cas de r infini, la 
valeur de V est égale à la masse du sphéroïde divisée par r. Cela 

posé, l'attraction du sphéroïde parallèlement à r sera — (";j~)î 
Tattraction perpendiculaire à ce rayon, dans le plan du méri- 
dien, sera — ^- — —. (-7—); enfin l'attraction perpendiculaire à 

'^ \ ^^ / /dV\ 

ce même rayon dans le sens du parallèle sera ^ ' . L'ex- 

pression de F devient, relativement à la terre, supposée elliptique, 

M étant la masse de la terre. 

36. Quoique la loi de l'attraction en raison inverse du carré 
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de la distance soit la seule qui nous intéresse, cependant l'équa- 
tion (i) du n** 10 ofire une détermination si simple de la pesan- 
teur à la surface des sphéroïdes homogènes en équilibre, quel que 
soit Texposant de la puissance de la distance à laquelle l'attrac- 
tion est proportionnelle, que nous croyons pouvoir la présenter 
ici. L'attraction étant comme une puissance quelconque n de la 
distance, si l'on désigne par dm une molécule du sphéroïde, 
et par^ sa distance au point attiré, l'action de dm sur ce point, 
multipliée par l'élément — df de sa direction, sera — dm.f'^.df. 

L'intégrale de cette quantité , prise par rapport à f, est — — ; 

et la somme de ces intégrales, étendue au sphéroïde entier, est 

y 
, en supposant, comme dans le n**10, V=ff'''^\dm. 

Si le sphéroïde est fluide, homogène, et doué d'un mouvement 
de rotation, et s'il n'est sollicité par aucune attraction étrangère, 
on aura à sa surface, dans le cas de l'équilibre, par le n*'23, 

constante = ^" i 5^ • ^*- ( ^ — f^l » 

r étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa 
surface, et g étant la force centrifuge à la distance i de l'axe de 
rotation. 

La pesanteur p à la surface du sphéroïde est égale à la diffé- 
rentielle du second membre de cette équation, prise par rapport 
à r et divisée par — dr; ce qui donne 



P = l^r{^)-9'''i'-('')- 



Reprenons maintenant l'équation (i) du n** 10, qui est relative 
à la surface , 



m 



., (yi+i).i4 {n+\).V 
A — — r H^* î 
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cette équation, combinée avec les précédentes, donne 

p z= constante -f- J^ — r-^ ihgr. (i — fi*). 

A la surface, r est à très-peu près égal à a; en faisant donc, pour 
simplifier, a=i, on aura 

p = constante -4- ("^J -g *{i — ft*). 

Soit P la pesanteur à l'équateur du sphéroïde, et a(p le rapport 
de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, on aura 






d'où il suit que de l'équateur aux pôles, la pesanteur varie pro- 
portionnellement au carré du sinus de la latitude. Dans le cas de 
la nature où n= — 2 , on a 

p = P.\i-+-\.(x(p.(i'\; 

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé précédemment. 
Mais il est remarquable que si 7i = 3, on à p = P; c'est-à-dire 
que si l'attraction est proportionnelle au cube de la distance, la 
pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes est partout la 
même, quel que soit leur mouvement de rotation. 

37. Nous n'avons eu égard, dans la recherche de la figure des 
coi*ps célestes, qu'aux quantités de l'ordre a; mais il est facile, par 
l'analyse précédente , d'étendre les approximations aux quantités 
de l'ordre a' et des ordres supérieurs. Considérons, pour cela, la 
figure d'une masse fluide homogène en équilibre, recouvrant un 
sphéroïde peu difiérent d'une sphère, et doué d'un mouvement 
de rotation; ce qui est le cas de la terre et des planètes. La condi- 
tion de l'équilibre à la surface donne, par le n*" 13, l'équation 

constante = V — - . r\ ((x* — J) 
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La valeur de V se compose, i"* de rattraction du sphéroïde recou- 
vert par le fluide, sur la molécule de la surface, déterminée par 
les coordonnées r, et t«r; 2° de l'attraction de la masse fluide sur 
cette molécule; or la somme de ces deux attractions est la même 
que la somme des attractions , 1 "" du sphéroïde , en supposant la 
dçnsité de chacune de ses couches, diminuée de la densité du 
fluide; 2** d'un sphéroïde de même densité que le fluide, et dont 
la surface extérieure est la même que celle du fluide. Soit V la 
première de ces attractions, et V" la seconde, en sorte que 
K=F+ V ; on aura, en supposant g de l'ordre a et égal à œg\ 

constante = V^V— -^- r\ (fi*— i). 

On a vu, dans le n** 9, que F' peut se développer dans une série 

de la forme 

U^ ^/(o Ui^) 



r' 



etc. 



f/^'^ étant assujetti à l'équation aux difierences partielles, 

■'■l'-'-;)-(^)Li:^^,,(,^.).„., 

ail ) 1 — l^fA ^ ' 

et l'on peut, par l'analyse du n** 17, déterminer U^^ avec toute la 
précision désirable, lorsque la figure du sphéroïde est connue. 
Pareillement, V" peut se développer dans une série de la forme 

' • ' ' -4- etc. 



Uf^ étant assujetti à la même équation aux différences partieUes 
que U^^. Si l'on prend pour unité de densité celle du fluide, on 
a, par le n^ 17, 

ri (0 — ^^ 7(1) • 

' — (i+3).(2i4-i)-^ ' 

16. 
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r'"^' étant supposé développé dans la suite, 

Z(*)-+.Z^^^-+-Z<*J-l-etc. 

dans laquelle Z^^ est assujetti à la même équation aux différences 
partielles que f/^*\ L'équation de l'équilibre deviendra donc 

constante = 1 '- -hS .-j-iAU^'^-^ . . . .... . . , . Z«| 

i étant égal ou plus grand que l'unité. 

Si la distance r de la molécule attirée au centre du sphéroïde 
était infinie, 7 serait égal à la somme des masses du sphéroïde et 
du fluide, divisée par r; en nommant donc m cette somme, on 
aura f/^"^ -h f//"^ = m. Ne portons l'approximation que jusqu'aux 
quantités de l'ordre a* : nous pouvons supposer 



ce qui donne 



r = 1 -f- a j H- cCy ; 



( ^' + 3) . «y + i^±^i4i±^ . «•./-+- ( I -h 3) . «'.y . 



Supposons 



■ »J 1 . ( 


i*y 1 


I .2 


•■*•/ ^ 


y = 


- yw 1 yw 


' ^ 7<'i 


' -h etc. 


1 

y = 


-7'(') 1 yc 


1) 1 7'(» 


' -+- etc. 


f- 


- M") -+- M" 


'-hiW" 


' -+- etc. 



r^'\ y(o et A/^'^ étant assujettis à la même équation aux diffé- 
rences partielles que U^'^; nous aurons 

Nous observerons ensuite que U^'^ est une quantité de l'ordre a, 
puisqu'elle serait nulle si le sphéroïde était une sphère; en ne 
portant ainsi l'approximation que jusqu'aux termes de l'ordre a*, 
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f/^'^ sera de cette forme, a f/'^*^ -+-«*. f/"^*^. En substituant donc ces 
valeurs dans Téquation précédente de l'équilibre, et en y chan- 
geant r, dans i-t-aj-ha'j; on aura, aux quantités près de 
Tordre a', 

constante = m. \i — ajH-a'.j* — a'jj 

\ 2 1 + 1* 2 1 + 1 '•^' 2 1 + 1* 

2.(21 + 1) 

_ '/-C+''^) .(^._|). 

En égalant séparément à zéro les termes de Tordre a et ceux de 
Tordre a*, on aura les deux équations 

^ ( 2.(21 + 1)) 

C étant une constante arbitraire. La première de ces équations 
détermine Y^'\ et par conséquent la valeur de y. En la substi- 
tuant dans le second membre de la seconde équation, on le dé- 
veloppera, par la méthode du n"* 16, dans une suite de la forme 

iV^*^ étant assujetti à la même équation aux différend lies. 
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que U^'^; et l'on déterminera la constante C de manière que A^*' 
soit nul; on aura ainsi 

A^(0 



y'f«; 



4^ ' 

m r-— 

2 l + l 



et par conséquent 

A'^') N^''' m^^ 



^ iw— 4-w ' m— 4-w ' m— 4-w 



etc. 



L'expression du rayon r de la surface fluide sera ainsi détermi- 
née aux quantités près de l'ordre a*, et l'on pourra, parle même 
procédé, porter l'approximation aussi loin que Ton voudra. Nous 
n'insisterons pas davantage sur cet objet, qui n'a de difficulté 
que la longueur du calcul; mais nous tirerons de l'analyse pré- 
cédente cette conclusion importante, savoir, que l'on peut affir- 
mer que l'équilibre est rigoureusement possible, quoique l'on ne 
puisse pas assigner la figure rigoureuse qui y satisfait; car on 
peut trouver une suite de figures qui, substituées dans l'équation 
de l'équilibre, laissent des restes successivement plus petits, et 
qui deviennent moindres qu'aucune grandeur donnée. 
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CHAPITRE V. 

GOMPARAISOH DE LA THÉORIE PRÉcéDENTE i^VEG LES OBSERVATIONS. 

38. Pour comparer aux observations la théorie que nous ve- 
nons d'exposer, il faut connaître la courbe des méridiens terrestres 
et celles que l'on trace par une suite d'opérations géodésiques. 
Si, par l'axe de rotation de la terre, et par le zénith d'un lieu 
de sa surface, on imagine un plan prolongé jusqu'au ciel, ce plan 
y tracera la circonférence d'un grand cercle qui sera le méridien 
de ce lieu : tous les points de la surface de la terre qui auront leur 
zénith sur cette circonférence seront sous le même méridien cé- 
leste, et ils formeront sur cette surface une courbe, qui sera le 
méridien terrestre correspondant. 

Pour déterminer cette courbe, représentons par a=o l'équa- 
tion de la surface de la terre , u étant une fonction des trois coor- 
données orthogonales x^y, z. Soient x,yy z les trois coordonnées 
de la verticale qui passe par le lieu de la surface de la terre 
déterminé par les coordonnées Xy j, z : on aura, par îa théorie 
des surfaces courbes, les deux équations suivantes, 






En ajoutant la première, multipliée par l'indéterminée X, à la 
seconde, on en tirera 

dx 
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Cette équation est celle d'un plan quelconque jparallèle à la verti- 
cale dont nous venons de parler : cette verticale prolongée à Tin- 
fini, se réunissant au méridien céleste, tandis que son pied n*est 
éloigné que d'une quantité finie du plan de ce méridien, elle peut 
être censée parallèle à ce plan ; l'équation différentielle de ce plan 
peut donc coïncider avec la précédente en déterminant convena- 
blement l'indéterminée X. Soit 

dz=^a . dx-h b . dy 

l'équation du plan du méridien céleste; en la comparant à la pré- 
cédente, on en tirera 



(è)--(S)-'-(|)=°- w 



Pour avoir les constantes a et 6, on supposera connues les coor- 
données du pied de la verticale parallèle à Taxe de rotation de la 
terre, et celle d'un lieu donné de sa surface. En substituant suc- 
cessivement ces coordonnées dans l'équation précédente , on aura 
deux équations au moyen desquelles on déterminera a et b. L'é- 
quation précédente, combinée avec celle de la surface «=o, don- 
nera la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu donné. 

Si la terre était un ellipsoïde quelconque, u serait une fonction 
rationnelle et entière du second degré en x, y, z; l'équation (a) 
serait donc alors celle d'un plan dont l'intersection avec la sur- 
face de la terre formerait le méridien terrestre : dans le cas gé- 
néral, ce méridien est une courbe à double courbure. 

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques 
n'est pas celle du méridien terrestre. Pour tracer cette ligne, on 
forme un premier triangle horizontal dont un des angles a pour 
sommet l'origine de cette courbe, et dont les deux autres angles 
ont pour sommets deux objets quelconques visibles. On détermine 
la direction du premier côté de la courbe par rapport aux côtés 
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du triangle, et sa longueur jusqu'au point où elle rencontre le 
côté qui joint les deux objets. On forme ensuite un second triangle 
horizontal avec ces objets et un troisième, plus éloigné queux, 
de Torigine de la courbe. Ce second triangle n'est pas dans le 
plan da premier; il na de commun avec lui que le côté formé 
par les deux premiers objets; ainsi le prolongement du premier 
côté de la courbe s'élève au-dessus du plan de ce second triangle ; 
mais on le plie sur ce plan de manière qu'il forme toujours les 
mêmes angles, avec le côté commun aux deux triangles, et il est 
aisé de voir que pour cela il doit être plié suivant une verticale 
à ce plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe 
tracée par les opérations géodésiques. Son premier côté, dont la 
direction peut être supposée quelconque, est tangent à la surface 
de la terre; son second côté est le prolongement de cette tangente, 
plié suivant une verticale; son troisième côté est le prolongement 
du second côté, plié suivant une verticale, et ainsi de suite. 

Si, par le point de réunion de deux de ces côtés, on mène dans 
le plan tangent à la surface du sphéroïde une ligne perpendicu- 
laire à l'un des côtés, il est visible qu elle sera perpendiculaire à 
l'autre côté; d'où il suit que la somme de ces côtés est la ligne 
la plus courte que l'on puisse mener, sur cette surface, entre 
leurs points extrêmes. Ainsi les lignes tracées par les mesures 
géodésiques ont la propriété d'être- les plus courtes que l'on 
puisse mener sur la surface du sphéroïde, entre deux de leurs 
points quelconques; et, par ce que Ton a vu dans le n° 9 du pre- 
mier livre, elles seraient décrites par un mobile mû uniformé- 
ment dans cette surface. 

Soient x, j, z les coordonnées rectangles d'un point quel- 
conque de la courbe; x-\-dx, y-^dy, z-^dz, seront les coordon- 
nées d'un point infiniment voisin. Nommons d$ l'élément de la 
courbe, et supposons cet élément prolongé d'une quantité égale 
à ds; x-{-2 dxyy-^-i dy, zH-q dz, seront les coordonnées de l'ex- 

TOME II. 17 
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tréniité de ce prolongement. En le pliant suivant une verticale , 
les coordonnées de cette extrémité deviendront x-^idx-^ddxy 
y'\-idy-^ ddy, z-^-idz-^-ddz; ainsi — ddx, — ddy, — ddz^ 
seront les coordonnées de la verticale^ prises en partant de son 
pied; on aura donc, par la nature de la verticale, et en supposant 
que tt=r:o soit l'équation de la surface de la terre, 



o 



du 
dx 



^ddy — \^.ddx, 



équations qui sont différentes de celles du méridien terrestre. 
Dans ces équations, ds doit être supposé constant; car il est clair 
que le prolongement de e/5 rencontre le pied de la verticale sui- 
vant laquelle on le plie, à un infiniment petit près du quatrième 
ordre. 

Voyons quelles lumières peuvent donner, sur la figure de la 
terre, les mesures géodésiques faites, soit dans le sens des méri- 
diens, soit dans le sens perpendiculaire aux méridiens. On peut 
toujours concevoir un ellipsoïde tangent à chaque point de la 
surface terrestre, et sur lequel les mesures géodésiques, les lon- 
gitudes et les latitudes, à partir du point de contingence, dans 
une petite étendue, seraient les mêmes qu'à cette surface. Si la 
surface entière était celle d'un ellipsoïde, l'ellipsoïde tangent se- 
rait partout le même; mais si, comme on a lieu de le croire, la 
figure des méridiens n'est pas elliptique, alors l'ellipsoïde tangent 
varie d'un pays à l'autre, et ne peut être déterminé que par des 
mesures géodésiques faites dans des sens différents. Il serait très- 
intéressant de connaître ainsi les ellipsoïdes osculateurs d'un 
grand nombre de lieux de la terre. 

Soit II = X* -t- j* -f- ^* — 1 — 2 au' l'équation de la surface du 
sphéroïde que nous supposerons différer très-peu d'une sphère 
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dont le rayon est runîté, en sorte que a est un très-petit coeffi- 
cient dont nous négligerons le carré, u peut toujours être consi- 
déré comme fonction des deux seules variables x et y; car, en le 
supposant fonction de x, j, z, on peut en éliminer z, au moyen 
de Téquation z = \JT^x* — y\ Cela posé, les trois équations 
trouvées ci-dessus, relativement à la ligne la plus courte sur la 
surface de la terre, deviennent 

xddy — yddx =: a. (-7- j .ddy — *• (;7") -ddx, 

xddz — zddx =a.l-j-\ .ddz, \ (0) 



yddz — zddy = *• (x") -^dz: 



nous désignerons cette ligne sous le nom de ligne géodési(jue. 

Nommons r le rayon mené du centre de la terre à sa surface ; 
Tangle que ce rayon fait avec l'axe de rotation que nous suppo- 
serons être celui des z, et (^ Tangle que le plan formé par cet axe 
et par r fait avec le plan des x et des j; on aura 

a;=r.sin. ô.cos.ip, jz=r.sin. 0.sin.(^, z=r. cos.d ; 

doù roû tire 

r*. sia'.d. d^=zxdy — y dx , 

— r\dB = [xdz — z dx). cos.(p -\- [y dz — zdy).sm.<p, 

ds* = dx'-^dy'-i-dz' = dr'-hr\dd'-]-r\d(p\sm\e. 

En considérant ensuite u comme fonction de x et de y, et dési- 
gnant par >|/ la latitude, on peut supposer, dans cette fonction, r=i , 
et >|/ = 1 oo** — 0, ce qui donne 

a:=cos. >J/.cos. ^, j=:cos. \|/.sin. (^; 

17. 
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on aura ainsi 

(s) • <'^-*- (I) • ''/= (^) ■ '' 't' + (^) • ■*?'• 

mais on a 

y 

d où l*on tire 

^ sin. y COS. >(/ ' X* ' 

En substituant ces valeurs ded-^ et de d(p, dans Féquation diflFé- 
rentielle précédente en u, et comparant séparément les coeffi- 
cients de dx et de dy, on aura 

(du'\ cos.(p (du\ sin.^ (^^'\ 
dx) sin.>J/ ' \d^J cos.>J/ ' \d<p) ' 

(du\ sin.(p /^"'\ cos.^ (^^\ . 
dy) sin.if ' \rf>f'/ ces. 4/ ' \rf<P/ ' 

ce qui donne 

(Pi,ddY-(^^\ddx= - . Y^^ , Axddy-yddx\ 
\dx) ^ \^y J sm.>(/.cos.y ^ J ^ ' 

(r) 

or, en négligeant les quantités de Tordre a, on a xddy—yddx=( 
de plus, les deux équations 

o^efe/z — zddx = o ^ yddz — z ddy = o , 



donnent 



^ddz= ^''i^d^+yddy) 

x*+y^ 



et l'équation a: '-I-J* -4- 2;'=i donne 

xddx'-\-yddy-\-zddz'+'ds*=o; 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE TROISIÈME. 133 

en substituant, au Heu de zddz, sa valeur précédente, on aura 

xddx-{-yddy= — (^*-l-j*).rf5' = — ^5*. cos*.>|/; 
partant, 

La première des équations (0) donnera ainsi, en l'intégrant, 

r^d(p.sm\d = cds'-h'aLds.fds . i-rz) , [p) 

c étant une constante arbitraire. 

La seconde des équations (0) donne 



d. [xdz — zdx) = (t. [-1-] 'ddz; 



mais il est facile de voir, par ce qui précède, que Ton a 

ddz=: — rf5'.sin.>f/; 
on a donc 

d. [xdz — zdx) = — ads\ (-7-|.sin.>f/; 
on a pareillement ^ 

d. [ydz — zdy) := — dds^. (-T-).sin.\|/; 
on aura donc 

r\dO = c. ds. sin. (p -h c. ds. cos. ^ 

— a.ds. COS. ^. f dsM jt) '(^os.(p --{-Ij-j .sin.^.tang.\|/ 

— a.ds.sin.^.fdsM-r^] .sin.(^ — (-t-J .cos. (p.lang.>f/|, [q) 

Considérons d'abord le cas dans lequel le premier côté de la 
ligne géodésique est parallèle au plan correspondant du méridien 
céleste. Dans ce cas, d(p est de l'ordre a, ainsi que dr; on a donc, 
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en négligeant les quantités de l'ordre a% ds = — rdd, lare s étant 
suppose croître de Féquateur aux pôles. -^ exprimant la latitude, 

il est facile de voir que l'on a 0=100'* — >f/. — l^j , ce qui donne 



on a donc 



d^^ay.iH-au -4- a. (^rr) • 



Ainsi, en nommant e la différence en latitude des deux points 
extrêmes de l'arc 5, on aura 

u' étant ici la valeur de u à l'origine de s. 

Lorsque la terre est un solide de révolution, la ligne géodé- 
sique est toujours dans le plian d'un même méridien; elle s'en 
écarte si les parallèles ne sont pas des cercles; l'observation de cet 
écart peut donc nous éclairer sur ce point important de la théorie 
de la terre. Reprenons l'équation [p) , et observons que dans le 
cas présent d(p et la constante c de cette équation sont de l'ordre a, 
et que l'on peut y supposer r=i, ds = d'^ et 0^=100** — >|/; on 
aura ainsi 

d(p. cos'.>f/=:crf\|/ -ha.rf\^./c/>|/. l-î^)- 

Maintenant, si l'on nomme F l'angle que fait le plan du méridien 
céleste avec celui des x et des z, d'où l'on compte l'origine de 
l'angle (p; on aura dxAding.V=dy; x, y\ z\ étant les coordon- 
nées de ce méridien dont on a vu, dans le numéro précédent, 
que l'équation différentielle est 

dz ^=^adx -\-hdy . 
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En la comparant à la précédente, on voit que a et 6 sont infinis, 
et tels que — ^ = tang, V; Téquation (a) du numéro précédent 
donne ensuite 



d'où Ton tire 



°==(£)-*""S'^-(^)' 



o=a;.tangT— j — a. (^j . tangT-ha. ^^V 

On peut supposer V= ^, dans les termes multipliés par a; de 
plus, - = tang. (p; on a donc 

/du'\ 

""[10} 
COS. >[/ . COS. (? . { tang. (? - lang. F { = ^^^A_^ , 

ce qui donne 

' cos*.y 

Le premier côté de la ligne géodésique étant supposé parallèle 
au plan du méridien céleste, les différentielles de l'angle V et de 
la distance [<p — K).cos. >f/, de l'origine de la courbe, au plan du 
méridien céleste, doivent être nulles à cette origine; on a donc 
à ce point, 

^=(^-l').tang. + =^ : 

et, par conséquent, l'équation [p) donne 

n^ et y^^ se rapportant à l'origine de l'arc s. 

A l'extrémité de l'arc mesuré, le côté de la courbe fait avec 
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le plan du méridien céleste correspondant un angle à très-peu 
près égal à la dlfférenlielle de {(p — V) . cos. >f/, divisée par d>|/, 
V étant supposé constant dans la différentiation ; en désignant 
donc cet angle par ts, on aura 

Si l'on substitue pour ^ sa valeur tirée de l'équation (p), et pour 
(p — V sa valeur précédente, on aura 



ces 



l^.|(^)..a„g.*,-(^).,a„«.^+/.+.(^^)j; 



l'intégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré, jusqu'à son 
extrémité. Nommons e la différence en latitude de ses deux points 
extrêmes; e étant supposé assez petit pour que l'on puisse négli- 
ger son carré; on aura 



ae 
ces 






lès valeurs de >f/, l^j et ( , ,, j devant se rapporter ici, pour 

plus d'exactitude, au milieu de l'arc mesuré. L'angle ts doit être 
supposé positif lorsqu'il s'écarte du méridien, dans le sens des 
accroissements de ^. 

Pour avoir la différence en longitude des deux méridiens cor- 
respondants aux extrémités de l'arc, nous observerons que a', F , 
y^/^ et (p^, étant les valeurs de u, F, >|/ et (p, à la première extré- 
mité, on a 
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mais on a, à fort peu près, en négligeant le carré de e, 

on aura donc 

V—V = - 



7^-i(^)-*^^g-t-^(S)|' 



d'où résulte cette équation fort simple, 

(K— F).sin•^f/=tiT; 
ainsi Ton peut, par l'observation seule, et indépendamment de la 
connaissance de la figure de la terre, déterminer la différence en 
longitude des méridiens correspondants aux extrémités de l'arc 
mesuré; et si la valeur de l'angle tsy est telle que Ton ne puisse 
pas l'attribuer aux erreurs des observations, on sera sûr que la 
terre n'est pas un sphéroïde de révolution. 

Considérons maintenant le cas où le premier côté de la ligne 
géodésique est perpendiculaire au plan correspondant du méri- 
dien céleste. Si l'on prend ce plan pour celui des x et des z, le 

cosinus de l'angle formé par ce côté sur ce plan sera ^ — ^ ; 

ainsi ce cosinus étant nul à l'origine, on a dx = o, dz = Oj ce 
qui donne 

rf. rsin.0. cos.^ = o, d.rcos.6 = o; 

et par conséquent 

r. dd = r. d(p. sin. (?. cos. 0. tang. <p ; 

mais on a, aux quantités près de l'ordre a', ds=r.d<p.s\n.O; on 
aura donc à l'origine 

dO tang. ^. COS. 

ds r ^ ' 

TOME II. iS 
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La constante c de l'équation [q] est égale à la valeur de xdz — zdx 
à l'origine; elle est donc nulle, et l'équation (^) donne à l'origine 

de c . ^ 

T"= — -sm.iZ; 
as r* ' 

on a donc, en observant que (p est ici de l'ordre a, et qu'ainsi, en 
négligeant les quantités de l'ordre a% on a sin.(p = tang.(p, 

c'=:r.cos. 6 , 

les quantités r^ et étant relatives à l'origine; partant, si l'on con- 
sidère qu'à cette origine l'angle ^ est ce que nous avons nommé 
précédemment ^,—V^, et dont nous avons trouvé la valeur égale à 



-^) . . . 

— \\ , on aura, a ce point, 
cos*.>f/ ^ 



de 
d 



e_ /du/\ sin.f 
s \ rf(p / ' cos'.4', ' 



L'équation {q) donne ensuite 

ddO cos 






mais on a 



ds r.sin.e^ ' ' ' ' ^' \d^ / 



on aura donc 



dde 



ds 



(i — 2 att;).tang.f-4-a. ^^j.tangVx//,. 



L'équation [p) donne, en observant qu'à l'origine 



d^ 1 1 

ds r.sin.ô cos.>J/^' 



^j.tang.>f/,j, 
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celle-ci, 

c = r.sm.d ; 
d*où Ton tire 



du' de . 

,,^ 2 a. -7-^ 2.-7-^. COS. 

ad(p^ as as ' 

ds* r. sin.6 ^.sin^6 ' cos'.xf/ 



-(f) 



et par conséquent , 



L'équation 

0=ioo» 



^ /rfa;\ ('i-cos'.t|/,) 
\ <i(p / cos'. 4», 



donne, en ne conservant parmi les termes de Tordre s^ que ceux 
qui sont indépendants de a, 

, , de^ ^ , ddB^ as ( ddu' \ 

^ T— ~^- ds~^'^ '1?" ~ cos4/ \d(pd^)' 

partant 

La différence des latitudes aux deux extrémités de l'arc mesuré 
fera donc connaître la fonction 

«« \/du'\ ^ , / ddu'W 

Il est remarquable que , pour le même arc mesuré dans le sens du 

méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à -r-; 

elle pourra ainsi être déterminée de ces deux manières, et Ton 
pourra juger si les valeurs trouvées, soit de la différence des la- 
titudes, soit de Tangle azimutal e, sont dues aux erreurs des 
observations ou à l'excentricité des parallèles terrestres. 

18. 
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On a, en ne conservant que la première puissance de s, 

^ — (p^ n'est pas la différence, en longitude, des deux extrémités 
de lare 5 : cette différence est égale à V — F ; or on a, par ce qui 
précède, 

* C0S*.4' 

ce qui donne 

^ ^f ' '^ COS».>p COS\>p ' 

partant 

(ddu/\ 

, .j* -a.u -4-a.(-TT-|tanff.v/ ^ ;, \ . 

COS. 4/^ ( ' \^^ / o ï' cos*.>p^ ) 

Pour plus d'exactitude, il faut ajouter à cette valeur de V — K 
le terme dépendant de 5' et indépendant de œ, que Ton obtient 
dans l'hypothèse de la terre sphérique : ce terme est égal à 

— ^s\ — ^-1-^; amsi ion a 

' COS.+ 

V^V=^}i-^a.u+a.(^].ieins.yP — l^-i.s'.tang'.^I/ 1. 

' COS.>p^ ( ' \d^ ) ^ ^' COS».>p^ * O T,J 

Il nous reste à déterminer l'angle azimutal à fextrémité de 
l'arc 5. Pour cela, nommons x etj les coordonnées a; et j rappor- 
tées au méridien de la dernière extrémité de l'arc s; il est facile 

de voir que le cosinus de l'angle azimutal est égal à ^ — -i — . 

Si l'on rapporte les coordonnées a; et j au plan du méridien cor- 
respondant à la première extrémité de l'arc, son premier côté 



F— F = -i^.h 
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étant supposé perpendiculaire au plan de ce méridien , on aura 

dx dz dy 

d^—^' ds—^' ds—^' 

partant, en ne conservant que la première puissance de s, 

dx ddx^ dz ddz^ 

d7~^'dJ^' d7~^' ds* ' 

or on a 

x'=x. COS. {V — F) H-y . sin. [V—V^) ; 

ainsi V — K étant, par ce qui précède, de Tordre a, on aura 

dx' ddx ,T/ T/v dv 

Maintenant on a 

x=r. sin.0. cos.^, z==:r. cos.0; 

on aura donc, en négligeant les quantités de Tordre a*, et obser- 
vant que ^^ , -r-j-' et ^ sont des quantités de Tordre a, 

ddx ddu' . ^ ddO ^ • ri d0^ 

ds* ds* ' ' ds^ ' ' ' ds^ 

On a ensuite 



tang.-^,, 



tddu; \ 

ddu; _ (ddui\ d(pf {du;\ ddB^_ ^\d(p' ) /du;\ 

^' ds^ ^^\d(p*J'ds* ^'\dîr)''d?''^ cos«.>P^ ^\"^/ 

de plus, (/5 = r .sin.ô^. J^^; on aura donc, en substituant pour 
r , , ^ et -j^j leurs valeurs précédentes, 

/ M sin*.>p /du'\ . . I • • 

{ddu; \ 



ddx^ 
ds' 



C0S.4'/ 
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On a, comme on vient de le voir, en négligeant les puissances 

supérieures de s, 

/ddu;\ 



1—1 = 

' cos 



—p. 1 — au -f-a.|-j-r-). tang.^I/, \ , , 



d)\ 



et -r-' = 1 ; on a donc 
as 



dx 
d 



X , .V sin\t(/ là\i'\ ^,11 l^^K\ ^^^^'l'u 

7 =--^-(' -«'0-^+«^-(^j-t«ng'-f •«"•^-«*-(-5^) •^^; 






on trouvera semblablement 

:, ,. ( i__aM, ). sin.>|/ --a5.(^-^j.tang\>|/,. cos.xf.,-+-a5.(^-^j. -^^^ 

le cosinus de l'angle azimutal à Textréniité de Tare 5 sera ainsi 

..tang.f .ji-au -f-a.^^j.tang.f ^^^ 

Ce cosinus étant ibit petit, il peut être pris pour le complément 
de Tangle azimutal, qui par conséquent est égal à 



/ dda; \ 



lOO'*-^ 



ioo^>— 5.tang.xf.,.ji — aKVa.(^^j.tang.>|/, ^^%;^j- 

Il faut, pour plus d'exactitude, ajouter à cet angle la partie 
dépendante de s\ et indépendante de a, que Ton obtient dans 
l'hypothèse de la terre sphérique : cette partie est égale à 
y.5\(Y-f- tang\\f/ ).tang."v|/^; ainsi Fangle azimutal, à l'extrémité 
de l'arc 5, est égal à 

.tang.f.ji-ati>a.(-^).tang.x|/- }^^^^' -|^'.(| + tang'.f J( 
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Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un angle 
quelconque avec le plan du méridien est égal à 

ds' 



\/{ddxY+ .ddyY^ [ddz)' 

ds étant supposé constant: soit R ce rayon. L'équation ^-f-j*-h:;' 
=1-4-2 au' donne 

x.ddx-^y.ddy-+^z.ddz = --ds^-^cc.ddu; 

si Ton ajoute le carré de cette équation aux carrés des équa- 
tions {0)j on aura, en négligeant les termes de Tordre a*, 

{x'-hy-hz*).\{cldxy-h [ddy)*-}- {ddzy\=ds'—2 ads\ ddu\ 
d où Ton tire 

,) / dda 

ii=i-f-aH-ha. -T--. 

as* 

Dans le sens du méridien , on a 

dda (dda\ 

partant, 

T% t (dda 

Dans le sens perpendiculaire au méridien, on a, par ce qui pré- 
cède, 



dda' 



( ddu; \ 



partant, 

/ddu' 

H=.^,„;-«.(^).u„g.f+!Œ. 
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Si, dans Texpressioii précédente de Y — F, on fait-jr==5', elle 

prend cette forme très-simple, relative à une sphère du rayon /î, 

L'expression de l'angle azimutal devient 

loo*^— 5'.tang.>f/,.|i— I.Ad-htang'.xf/J}. 

Nommons X l'angle que le premier côté de la ligne géodésique 
forme avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura 

ààvL làvL\ àèp /du'\ ddj, / dda' \ ^ _, / ^^^' \ ^ ^ , / ddu'\ rf+« 

IF" — \Ji^)'di*'^\di,)'ds* "^W / ds* "^^"vaM*/ ^**rf* "+" VljTJ • "2?* 

Mais dans l'hypothèse de la terre sphérique, on a 

d0 sin.X dd(p 2.sin.X.cos.X . . 

j = r » -x-r = î • tang.v/ , 

as cos.y as* cos.+ ^ ^' 



— / = COS. X, J^ = — si^ • ^- tang. >f/,; 



partant 



u 

d$' 



1 + 



sin.X.cos.X (/rftt'X , , /ddu'\) • . > . • /rfo" 

le rayon osculateur jR, dans le sens de cette ligne géodésique, 
est donc 

,. sin.X.cos.X (/du'\ . , /ddu'\) . .^ , / da'\ 



+ 



/rfdB/X sln'.X (dda'\ 
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Soit, pour abréger, 



K=i-ha.u 



(dda[\ 
-ia.tang. f. (^j H-i.. -^^ -hla.^^j , 



B 



a / ddu'\ 



on aura 
♦ fl = JSC-4-i4. sin. 2 X-f- J5. cos. 2 X. 

Les observations des angles azîmutaux et de la différence des 
latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées, 
Tune dans le sens du méridien , l'autre dans le sens perpendicu- 
laire au méridien, feront connaître, par ce qui précède, les va- 
leurs de il, 5 et K; car ces observations donnent les rayons 
osculateurs dans ces deux sens. Soient R et K ces rayons, on aura 

R + R' 



K 



B 



2 
R'^R" 



et la valeur de A sera déterminée , soit par Tazimut de Textré- 
mité de Tare mesuré dans le sens du méridien , soit par la diffé- 
rence en latitude des deux extrémités de l'arc mesuré dans le 
sens perpendiculaire au méridien. On aura ainsi le rayon oscu- 
lateur de la ligne géodésique dont le premier côté forme un angle 
q[uelconque avec le plan du méridien. 

Si l'on nomme 2E un angle dont la tangente est -^r, on aura 

R=K-{-\f¥TW. COS. (2X— iE) ; 

le plus grand rayon osculateur répond à X=:jE: la ligne géodé- 
sique correspondante forme donc l'angle E, avec le plan du mé- 

TOUB II. 10 



146 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

ridien. Le plus petit rayon osculateur répond à X= ioo**-+-JB; 
soit r ce plus petit rayon , et r le plus grand ; on aura 

X — E étant l'angle que la ligne géodésique correspondante à R 
forme avec celle qui correspond à r . 

Nous avons déjà observé qu'à chaque point de la surface de 
la terre on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel les 
degrés, dans tous les sens, sont sensiblement les mêmes dans 
une petite étendue autour du point d'osculation. Exprimons le 
rayon de cet ellipsoïde par la fonction 

1 — a.sin*. \f/. 1 1 -f h. COS. 2 ((^-i-ê) |, 

les longitudes (p étant comptées d'un méridien donné. L'expres- 
sion de l'arc terrestre, mesuré dans le sens du méridien, sera, 
par ce qui précède y 

/V fi 

e . ji-hA.^ços.2 ((p~f-ê) j . ti-f-3.cos.2\|/ — 3e.sin.2>f/ j. 

Si l'arc mesuré est considérable , et si l'on a observé , comme en 
France, la latitude de quelques points intermédiaires entre les 
extrêmes, on aura par ces mesures, et la grandeur du rayon pris 
pour unité , et la valeur de a . | iH- A . cos. 2 (^ +ê ) | . On a ensuite , 
par ce qui précède, 

, tang*.\p.(i-r cosV^/) . /^ ^. 
t*T= — 2(xh.£, —o— L-i — ^.sm.2 (^-4-ê): 

l'observation des angles azimutaux aux deux extrémités de l'arc 
fera donc connaître cth. sin.2 (^+ê). Enfin le degré mesuré dans 
le sens perpendiculaire au méridien est 

rfi°.aji+A.cos.2 (<p+ê) l.sin*. \|/ + 4^a/i.tang\\|/ .cos.2 (<p-4-ê): 

la mesure de ce degré donnera donc la valeur de a/t.cos.2. (^+ê). 
Ainsi l'ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses me- 
sures: il serait nécessaire, pour un aussi grand arc, d'avoir égard 
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au carré de e dans Texpression de Fangle "cs, surtout si, comme 
on l'a observé en France, l'angle azimutai ne varie pas propor- 
tionnellement à l'arc mesuré : il faudrait même alors ajouter à 
l'expression précédente du rayon de l'ellipsoïde un terme de la 
forme a/i.sin."v|/.cos."v|/.sin.(^+ê'}, pour avoir l'expression la plus 
générale de ce rayon. 

39. La figure elliptique est la plus simple après celle de la 
sphère : on a vu précédemment qu'elle doit être celle de la terre 
et des planètes, en les supposant originairement fluides, si d'ail- 
leurs elles ont conservé, en se durcissant, leur figure primitive; il 
était donc naturel de comparer à cette figure les degrés mesurés 
des méridiens; mais cette comparaison a donné pour la figure 
des méridiens des ellipses dîfi^érentes, et qui s'éloignent trop des 
observations pour pouvoir être admises. Cependant, avant de re- 
noncer entièrement à la figure elliptique , il faut déterminer celle 
dans laquelle le plus grand écart des degrés mesurés est plus petit 
que dans toute autre figure elliptique, et voir si cet écart est 
dans les limites des erreurs des observations. On y parviendra 
par la méthode suivante. 

Soient a^'\ a^*\ a^'^ etc. les degrés mesurés des méridiens; soient 
P^^K P^*\ P^'^ 6tc. les carrés des sinus des latitudes correspondantes : 
supposons que, dans l'ellipse cherchée, le degré du méridien soit 
exprimé par la formule z-^py; en nommant x^'\ x^*\ x^*\ etc. les 
erreurs des observations , on aura les équations suivantes , dans 
lesquelles nous supposerons que p^'\ p^*\ p^*\ etc. forment une pro- 
gression croissante. 



a'"- 


-z- 


fKy- 


-^.r"i 


„(.) 


-z- 


p"-y- 


=.r<'\ 


a") 


— z- 


-fly^ 


=a;<^ 


a(«)- 


-z- 


-p(-).j= 


=a;W ; 



[A) 



n étant le nombre des degrés mesurés. 



10. 
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On éliminera de ces équations les deux inconnues z et y, et 
l'on aura n — 2 équations de condition, entre les n erreurs a;^*\ 
rc^*^ a;^'*^ Il faut maintenant déterminer le système de ces er- 
reurs, dans lequel la plus grande est, abstraction faite du signe, 
moindre que dans tout autre système. 

Supposons d'abord que Ton n'ait, entre ces erreurs, qu'une 
seule équation de condition , que nous pouvons représenter par 
celle-ci , 

a = mx^"^ H-no:^*^ -l-pa?^*^ -f- etc. 

a étant positif. On aura le système des valeurs de j;^*\ a?^*^ etc. qui 
donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur à la plus 
grande, en les supposant, au signe près, toutes égales entre elles 
et au quotient de a, divisé par la somme des coefficients m, n, 
p, etc. pris positivement. Quant au signe que chaque quantité 
doit avoir, il doit être le même que celui du coefficient de cette 
quantité, dans l'équation proposée. 

Si l'on a deux équations de condition entre ces erreurs , le sys- 
tème qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande 
sera tel , qu'abstraction faite du signe , toutes ces erreurs seront 
égales entre elles, à l'exception d'une seule, qui sera plus petite 
que les autres, ou, du moins, qui ne les surpassera pas. En sup- 
posant donc que x^'^ soit celte erreur, on la déterminera en fonc- 
tion de x^''\ ic^'\ etc. au moyen de l'une des équations de condition 
proposées; en substituant ensuite cette valeur de x^'^ dans l'autre 
équation de condition, on en formera une entre x^''\ x^^\ etc. re- 
présentons-la par la suivante, 

a = mx^*^ -+- nx^'^ -h etc. 

a étant positif; on aura, comme ci-dessus, les valeurs de x^^K 
x^'\ etc. en divisant a par la somme des coefficients m, n, etc. 
pris positivement, et en donnant successivement au quotient les 
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signes de m, n, etc. Ces valeurs substituées dans l'expression de 
a^*i en x^*\ x^*\ etc. donneront la valeur de x^'^ ; et si cette valeur, 
abstraction faite du signe, n'est pas plus grande que celle de x^*\ 
ce système de valeurs sera celui qu'il faut adopter; mais si elle 
est plus grande, alors la supposition que x^'^ est la plus petite 
erreur n'est pas légitime, et il faudra faire successivement la 
même supposition sur x^*\ a;^*\ etc. jusqu'à ce que l'on parvienne 
à une erreur qui y satisfasse. 

Si Ton a trois équations de condition entre ces erreurs, le sys- 
tème qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande 
sera tel, qu'abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront 
égales entre elles, à l'exception de deux , qui seront moindres que 
les autres. En supposant donc que x^'^ et x^*^ soient ces deux er- 
reurs, on les éliminera de la troisième des équations de condi- 
tion, au moyen des deux autres équations, et l'on aura une 
équation de condition entre les erreurs x^'^ et x^'\ etc. représen- 
tons-la par la suivante , 

a = mx^'^ -4- nx^'^ -+- etc. 

a étant positif; on aura les valeurs de x^^\ x^^\ etc. en divisant a 
parla somme des coelFicients , m, n, etc. pris positivement, et en 
donnant successivement au quotient les signes de m, n, etc. Ces 
valeurs substituées dans les expressions de x^'^ et de x^*\ en a?^*^ 
x^^\ etc. donneront les valeurs de x^'^ et de x^''^ ; et si ces dernières 
valeurs, abstraction faite du signe, ne surpassent pas x^^\ on aura 
le système d'erreurs qu'il faut adopter ; mais si l'une de ces va- 
leurs surpasse a;^'\ la supposition que x^'^ et pc^*^ sont les plus petites 
erreurs n'est pas légitime , et il faudra faire la même supposition 
sur une autre combinaison des erreurs x^'\ x^*\ x^'\ etc. prises 
deux à deux , jusqu'à ce que l'on parvienne à une combinaison 
dans laquelle cette supposition soit légitime. Il est facile d'étendre 
cette méthode au cas où l'on aurait quatre ou un plus grand 
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nombre d'équations de condition, entre les erreurs x^'\ x^*\ œ^\ 
etc. Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d'en conclure 
les valeurs de z et de y. 

La méthode que nous venons d'exposer s'applique à toutes les 
questions du même genre; ainsi, ayant un nombre n d'observa- 
tions d'une comète, on peut, à son moyen, déterminer l'orbite 
parabolique dans laquelle la plus grande erreur est, abstraction 
faite du signe, moindre que dans toute autre orbite parabolique, 
et reconnaître par là si l'hypothèse parabolique peut représenter 
ces observations. Mais quand le nombre des observations est con- 
sidérable, cette méthode conduit à de longs calculs, et l'on peut, 
dans le problème qui nous occupe, arriver facilement au système 
cherché des erreurs, par la méthode suivante. 

Concevons quea;^'^ soit, abstraction faite du signe, la plus grande 
des erreurs x^'\ x^*\ etc. nous observerons, d'abord, qu'il doit 
exister une autre erreur x^''^ égale et de signe contraire à x^"^; au- 
trement, on pourrait, en faisant varier z convenablement dans 
l'équation 



a^*^ — z — j)^>.y=zx^\ 



diminuer Terreur x^'\ en lui conservant la propriété d'être l'er- 
reur extrême , ce qui est contre l'hypodièse. Nous observerons en- 
suite que x^'^ et rr^*'^ étant les deux erreurs extrêmes, l'une posi- 
tive et l'autre négative, et qui doivent être égales, comme on 
vient de le voir, il doit exister une troisième erreur x^*"^ égale, 
abstraction faite du signe, à x^'\ En effet, si l'on retranche l'é- 
quation correspondante à x^^, de l'équation correspondante à a:-''^, 

on aura 

a^^) — a^^ — j f) —f) j ^y=oc^i')_x^\ 

Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe, 
la somme des erreurs extrêmes, et il est clair qu'en faisant varier 
convenablement y y on peut la diminuer, en lui conservant la pro- 
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priété d*être la plus grande des sommes que Ton peut obtenir 
par Taddition ou par la soustraction des erreurs x^'\ x^*\ etc. 
prises deux à deux, pourvu qu'il ny ait point une troisième 
erreur x^'""^ égale, abstraction faite du signe, à x^'^ : or la somme 
des erreurs extrêmes étant diminuée, et ces erreurs étant rendues 
égales, au moyen de la valeur de z, chacune de ces erreurs serait 
diminuée, ce qui est contre l'hypothèse. Il existe donc trois er- 
reurs a:^*\ x^''\ x^^^j égales entre elles, abstraction faite du signe, 
et dont l'une a un signe contraire à celui des deux autres. 

Supposons que ce soit x^'"^ : alors le nombre i' tombera entre 
les deux nombres i et f . Pour le faire voir, imaginons que cela 
ne soit pas , et que i tombe en deçà ou au delà des nombres i et f . 
En retranchant l'équation correspondante à i', successivement des 
deux équations correspondantes à i et i\ on aura 

a(') — a^i'^ — \ p^^^ —p^'^ j .y=x^^ —x^\ 
. é")^ é'^ — j p^"^—p^'^ \ .y=x^"^—X^'K 

Les seconds membres de ces équations sont égaux et de même 
signe; ils sont encore, abstraction faite du signe, la somme des 
erreurs extrêmes : or il est clair qu'en faisant varier convenable- 
ment y^ on peut diminuer chacune de ces sommes , puisque le 
coefficient de j a le même signe dans les deux premiers membres: 
on peut, d'ailleurs, en faisant varier z convenablement, conserver 
à x^'^ la même valeur; x^'^ et x^'""^ seraient donc alors, abstraction 
Éaile du signe, moindres que x^''\ qui deviendrait la plus grande 
des erreurs, sans avoir d'égale; et, dans ce cas, on peut, comme 
on vient de le voir, diminuer l'erreur extrême; ce qui est contre 
rhypothèse. Ainsi le nombre /' doit tomber entre les nombres i 

etr. 

Déterminons maintenant lesquelles des erreurs x^^\ x^*^ x^^\ etc. 
sont les erreurs extrêmes. Pour cela , on retranchera la première 
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des équations [A) y successivement des suivantes, et Ton aura cette 
suite d'équations, 

û^*)_a^o_ jp(*)_p(oj ,^^^(4)_^(i)^ 
etc. 

Supposons y infini : les premiers membres de ces équations se- 
ront négatifs, et alors la valeur de x^'^ sera plus grande que x^*', 
a?^*\ etc. en diminuant continuellement y, on arrivera enfin à^une 
valeur qui rendra positif l'un de ces premiers membres, qui, 
avant d'arriver à cet état, deviendra nul. Pour connaître celui de 
ces membres qui, le premier, devient égal à zéro, on formera les 
quantités 

pfp 

Nommons ê^'^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu elle 
soit ^^^ ^^^ : s'il y a plusieurs valeurs égales à ê^*\ nous considé- 

r r 

rerons celle qui correspond au nombre r le plus grand. En subs- 
tituant ê^*^ pour j, dans la (r — i )*^'"*' des équations (J5), x^""^ sera 
égal à x^'^ ; et en diminuant j, il l'emportera sur x^'\ le premier 
membre de cette équation devenant alors positif. Par les diminu- 
tions successives de y, ce membre croîtra plus rapidement que 
les premiers membres des équations qui la précèdent; ainsi, puis- 
qu'il devient nul, lorsque les précédents sont encore négatifs, il 
est visible que, dans les diminutions successives de j, il sera tou- 
jours plus grand qu'eux, ce qui prouve que x^'^ sera constamment 

plus grand que x^'\ x^*^ x^^^'\ lorsque j sera moindre que ê^*^ 

Les premiers membres des équations [B) qui suivent la (r— i)'*™^, 
seront d'abord négatifs, et, tant que cela aura lieu, x^"*''\ x^'"^*\ etc. 
seront moindres que x^'\ et par conséquent moindres que x^^\ 
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qui devient la plus grande de toutes les erreurs x^'\ x^'^ x^''^ 

lorsque j commence à devenir moindre que ê^'^ Mais, en conti- 
nuant de diminuer j, on parvient à une valeur de cette variable, 
telle que quelques-unes des erreurs x^''*''\ x^'''^^\ etc. commencent 
à remporter sur x^''\ 

Pour déterminer cette valeur de j, on retranchera la r^'"*^ des 
équations (il), successivement des suivantes, et l'on aura 

af^*>) a^r) j p (r^i) _p(r) j ^^_,^(r^,) ^(r)^ 

«(-•*-«) _aW_jp(^-*-»)_p(r) j .y=zx'''^" —X^'\ 

etc. 
On formera ensuite les quantités 



n(r-^i) _ p{r) ' pir-^-t) __ ^(r) ' 



etc. 



Nommons 6^*^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu elle 

soit ^^_ ^^^ : si plusieurs de ces quantités sont égales à ê^*^ nous 

supposerons que r est le plus grand des nombres auxquels elles 
répondent. Cela posé, x^^'^ sera la plus grande des erreurs x^'\ 

x^*^ a;^"\ tant que y sera compris entre ê^'^ et ê^'^ ; mais lorsqu en 

diminuant y^ on sera arrivé à ê^"\ alors x^'''^ commencera à l'em- 
porter sur x^''\ et à devenir la plus grande des erreurs. 

Pour déterminer dans quelles limites, on formera les quantités 

etc. 



pW^i)^p(r') ' p{r'-*'t)_p{r') » 

Soit 6^'^ la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 
i^^i)_^ irf) • si plusieurs de ces quantités sont égales à ê^'\ nous 

supposerons que r est le plus grand des nombres auxquels elles 
répondent, x^^^ sera la plus grande de toutes les erreurs depuis 
jf=6w jusqu'à y=i^^^K Lorsque y=%^^\ alors x^"^^ commence à 

TOME II. 20 
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être cette plus grande erreur. En continuant ainsi , on formera les 
deux suites, 

^(i) /rW ^i^ ^(f^ /r<") 

oo, g^^ €f«\ 6^^ sw^ — œ. (C) 

La première indique les erreurs o;^*^, x^'^\ a?^*^^, etc. qui deviennent 
successivement les plus grandes : la seconde suite, formée de 
quantités décroissantes, indique les limites de j entre lesquelles 
ces erreurs sont les plus grandes; ainsi x^'^^ est la plus grande er- 
reur depuis y ^=100 jusqu'à j= 6^'^; x^""^ est la plus grande erreur 
depuis j=z:ê^*^ jusqu'à j=ê^*^; rc^'^'^ est la plus grande erreur de- 
puis j= ê^"^ jusqu'à j = gî*J ; ainsi de suite. 

Reprenons maintenant les équations (fi), et supposons j néga- 
tif et infini. Les premiers membres de ces équations seront posi- 
tifs; ic^'^ sera donc alors la plus petite des erreurs a;^'\ a;^'^ etc. En 
augmentant continuellement y^ quelques-uns de ces membres 
deviendront négatifs , et alors x^""^ cessera d'être la plus petite des 
erreurs. Si l'on applique ici le raisonnement que nous venons de 
faire pour le cas des plus grandes erreurs, on verra que si Ion 
nomme X^"* la plus petite des quantités 

a^^)—a^^) a^')—a^') a^'^—a^'^ 



pt«)_p(i) ' pW— p(0 ' pi') -pi') ' 



etc. 



et si l'on suppose qu'elle soit —^^ — j^ , s étant le plus grand des 

P ' 

nombres auxquels répond X^'\ si plusieurs de ces quantités sont 
égales à V'^ ; x^'^ sera la plus petite des erreurs depuis y= — 00 
jusqu'à y=:V'K Pareillement, si l'on nomme X^"^ la plus petite 
des quantités 






etc. 



et que l'on suppose qu elle soit ^^ ^^^ , 5' étant le plus grand des 

r r 
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nombres auxquels répond X^'\ si plusieurs de ces quantités sont 
^;ales à X^*^ ; o?^'^ sera la plus petite des erreurs depuis j' = X^*^ jus- 
qu'à j=:X'*^ et ainsi du reste. On formera, de cette manière, les 
deux suites 

/*»(') rri') /r^*') T^"^ T^")- 

— oo, x^ x^ x^^ x^'^'^ oo. (D) 

La première indique les erreurs a;^*\ a;^'\ x^^\ etc. qui sont suc- 
cessivement les plus petites, à mesure que Ton augmente y : It 
seconde suite, formée de termes croissants, indique les limites 
des valeurs de y, entre lesquelles chacune de ces erreurs est la 
plus petite; ainsi x^'^ est la plus petite des erreurs, depuis j=~-oo 
juaquà j=X^*^; x^'^ est la plus petite des erreurs, depuis j = X^*^ 
jusqu'à y=zV*\ et ainsi du reste. 

Cela posé, la valeur de y qui appartient à Tellipse cherchée 
sera Tune des quantités &'\ ê^'\ ê^*\ etc. V'\ V^\ V'\ etc. elle sera 
dans la première suite si les deux erreurs extrêmes de même 
signe sont positives. En effet, ces deux erreurs étant alors les 
plus grandes, elles sont dans la suite, x^'\ x^^\ x^'^\ etc. et puis- 
qu'une même valeur de j les rend égales, elles doivent être con- 
sécutives, et la valeur de j, qui leur convient, ne peut être qu'une 
des quantités ê^*\ ê^'\ etc. parce que deux de ces erreurs ne peu- 
vent être à la fois rendues égales, et les plus grandes, que par l'une 
de ces quantités. Voici maintenant de quelle manière on déter- 
minera celle des quantités %^'\ %^^\ etc. qui doit être prise pour y. 

Concevons, par exemple, que ê^*^ soit cette valeur; il doit alors 
se trouver, par ce qui précède, entre ^^'^^ et x^'^\ une erreur qui 
sera le minimum de toutes les erreurs, puisque x^"^^ et x^'^^ seront 
les maxima de ces erreurs; ainsi, dans la suite x^'\ x^'\ x^*'\ etc. 
quelqu'un des nomhres s, s\ etc. sera compris entre r et r. Sup- 
posons que ce soit s. Pour que x^*^ soit la plus petite des erreurs , 

la valeur de j doit être comprise depuis X^'^ jusqu'à X^'^; donc si 

so. 
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ê^'^ est compris dans ces limites , il sera la valeur cherchée de j, 
et il sera inutile d'en chercher d'autres. En effet, supposons que 
Ton retranche celle des équations [A) qui répond à œ^'\ successi- 
vement des deux équations qui répondent à x^'''^ et à x^"^; on 
aura 

air') _ ^(,) _ j ^(o _^(,) [ ^^^^(o _^w^ 

Tous les membres de ces équations étant positifs, en supposant 
j=:ê^'^, il est clair que si Ton augmente j, la quantité x^'^^ — x^*^ 
augmentera; la somme des erreurs extrêmes, prise positivement, 
en sera donc augmentée. Si Ton diminue j, la quantité x^'^ — x^'^ 
en sera augmentée, et, par conséquent aussi, la somme des er- 
reurs extrêmes; ê^'^ est donc la valeur de y qui donne la plus 
petite de ces sommes; d'où il suit qu'elle est la seule qui satisfasse 
au problème. 

On essayera de cette manière les valeurs de ê^*\ ê^*^, ê^'\ etc. 
ce qui se fera très-aisément par leur seule inspection ; et si l'on 
arrive à une valeur qui remplisse les conditions précédentes, on 
sera sûr d'avoir la valeur cherchée de y. 

Si aucune des valeurs de ê ne remplit ces conditions, alors 
cette valeur de y sera quelqu'un des termes de la suite X^'\ V*\ 
X^'\ etc. Concevons, par exemple, que ce soit X^*^; les deux erreurs 
extrêmes x^'^ et x^''^ seront alors négatives, et il y aura, par ce 
qui précède, une erreur intermédiaire qui sera un maximum, et 
qui tombera, par conséquent, dans la suite x^'\ x^''^ et x^'^^ etc. 
Supposons que ce soit x^''\ r étant alors nécessairement compris 
entre s et s; X^*^ devra donc être compris entre ê^'^ et ê^'^ Si cela 
est, ce sera une preuve que X^*^ est la valeur cherchée de y. On 
essayera donc ainsi tous les termes de la suite V*\ X^'\ X^*\ etc. 
jusqu'à ce que l'on arrive à un terme qui remplisse les conditions 
précédentes. 
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Lorsque l'on aura ainsi déterminé la valeur de j, on aura faci- 
lement celle de %. Pour cela, supposons que ê^'^ soit la valeur de 
j, et que les trois erreurs extrêmes soient x^^^^ x^^'\ et a:^'^; on aura 
a?^'^ = — x^''\ et par conséquent, 



d'où Ton tire 



z 



é^^-z-fKy=x^\ 
é'^ — z — p^'^ .y = — x^'\ 






on aura ensuite la plus grande erreur x^'''^ au moyen de l'équation 

x^"^^ = h ^-^- ' — - . y. 

40. L'ellipse déterminée dans le numéro précédent sert à re- 
connaître si l'hypothèse d'une figure elliptique est dans les limites 
des erreurs des observations; mais elle n'est pas celle que les 
degrés mesurés indiquent avec le plus de vraisemblance. Cette 
dernière ellipse me paraît devoir remplir les conditions suivantes, 
savoir, i° que la somme des erreurs commises dans les mesures 
des arcs entiers mesurés soit nulle; 2"* que la somme de ces 
erreurs, prises toutes positivement, soit un minimum. En consi- 
dérant ainsi les arcs entiers, au lieu des degrés qui en ont été 
conclus, on donne à chacun de ces degrés d'autant plus d'in- 
fluence sur l'ellipticité qui en résulte pour la terre, que Tare 
correspondant est plus considérable, comme cela doit être. Voici 
une méthode très-simple pour déterminer l'ellipse qui satisfait à 
ces deux conditions. 

Reprenons les équations [A) du n** 39, et multiplions-les res- 
pectivement par les nombres qui expriment combien les arcs 
mesurés renferment de degrés, et que nous désignerons par i^'\ 
l'w, l'w, etc. Soiti la somme des quantités i^'Ka^'\ i^*Ka^*\ etc. divi- 
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sée par la somme des nombres i^*\ î^*^ i^*^ etc. soit pareillement P 
la somme des quantités i^'Kp^^\ i^*Kp^*\ etc. divisée parla somme 
des nombres i^'^ i^*\ i^*^ etc. la condition que la somme des er- 
reurs i^'Kx^'\ i^*Kx^*\ etc. est nulle, donne 

0=4 — z — P. y. 

Si Ton retranche cette équation de chacune des équations [A) du 
numéro précédent, on aura de nouvelles équations de la forme 
suivante : 

etc. 

1.1 • h^'^ fcw èw 

Formons la suite des quotients -fi)» -f;)» — » etc. et disposons-les 

suivant leur ordre de grandeur, en commençant par les plus 
grands; multiplions ensuite les équations (0) auxquelles ils ré- 
pondent, par les nombres correspondants \^'\ i^*\ etc. disposons 
enfin ces équations, ainsi multipliées, dans le même ordre que 
ces quotients. Les premiers membres de ces équations, disposées 
de cette manière, formeront une suite de termes de la forme 

h^'Ky—c^'\ fc(«).j_cW, /t^»).y_c(»), etc. (P) 

dans lesquelles nous supposerons h^"^, h^*\ etc. positifs, en chan- 
geant le signe des termes où j a un coefficient négatif. Ces termes 
sont les erreurs des arcs mesurés, prises positivement ou néga- 
tivement. 

Cela posé, il est dair quen faisant j infini, chaque terme de 
cette suite devient infini; mais ils diminuent à mesure que Ton 
diminue y, et finissent par devenir négatifs; d'abord le premier, 
ensuite le second, et ainsi des autres. En diminuant toujours y, 
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les termes, une fois parvenus à être négatifs, continuent de Têtre 
et diminuent sans cesse. Pour avoir la valeur de y^ qui rend la 
somme de ces termes, pris tous positivement, un minimum, on 
ajoutera les quantités h^'\ h^*\ etc. jusqu'à ce que leur somme com- 
mence à surpasser la demi-somme de toutes ces quantités ; ainsi , 
en nommant F cette somme entière, on déterminera r de manière 
que ion ait 

A(0_4- A^«)_f_/l(3). ..;... ^ft(r) >|7r 
ftO) _^ ft(«) ^ /i(3) _p/,(r-i)<^||r. 



On aura alors y = t^, en sorte que Terreur sera nulle, relative* 

ment au degré même qui correspond à celle des équations (0) 
dont le premier membre, égalé à zéro, donne cette valeur de j'. 
Pour le faire voir, supposons que Ton augmente j, de la quan- 

tité êy, de manière que -pr, H-^J soit compris entre -pz:^ et -p^. 

Les r — 1 premiers termes de la série (P) seront négatifs, comme 

dans le cas de y=:-r^^; mais, en les prenant avec le signe 

leur somme diminuera de la quantité 



[h^'^^h^*^ _i_fcc-i)).,yj.. 



(r) 



Le r"^^ terme de cette suite, qui est nul lorsque y = p^, devien- 
dra positif et égal à h^Kây; la somme de ce terme et des suivants, 
qui sont tous positifs , augmentera de la quantité 

( A^^-f-A^'""'^ -4- etc.). <î Ja- 
mais on a, parla supposition, 

la somme entière des termes de la suite (P), pris tous positive- 
ment, sera donc augmentée, et comme elle est égale à la somme 
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des erreurs i^'Kx^'\ i^*Kx^*\ etc. des arcs entiers mesurés, prises 
toutes avec le signe H-, cette dernière somme sera augmentée par 

la supposition de j= t^ -+"^J- H ^st facile de s*assurer, de la 

même manière, qu'en augmentant j, en sorte quil soit compris 

entre . ^^_^^ et , ^^_^^ , ou entre ,^^_^^ et -pc^» etc. la somme des 

erreurs, prises avec le signe -f-, sera plus grande que lorsque 

Diminuons présentement y de la quantité Sj, en sorte que 

T^;^ — Sj soit compris entre j^^^ et p^r^iij- • la somme des termes 

négatifs delà série (P) augmentera, en changeant leur signe, de 
la quantité 

et la somme des termes positifs de la même série diminuera de 

la quantité 

(fc{r-o ^ f^ir-^rj ^ etc.). S j; 

et puisque Ton a 

h^'^-}-h^'^ -hh^'^ >h^'"^''' -hh^'^'^ -hetc. 



il est clair que la somme entière des erreurs, prises avec le signe+, 
sera augmentée. On verra, de la même manière, quen dimi- 

nuant j, en sorte quil soit entre . ^^^.^ et ,^^^^^ , ou entre -n^ 

et , ^^_^^^ , etc. la somme des erreurs, prises avec le signe -4-, est 

plus grande que lorsque j= t^; cette valeur dey est donc celle 

qui rend cette somme un minimum. 

La valeur de y donne celle de z au moyen de Féquation 

z==A — - P. y. 
L'analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de 
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Téquateur aux pôles, proportionnelle au carré du sinus de la lati- 
tude , et cette loi de variation ayant également lieu pour la pesan- 
teur, il est clair qu elle s'applique aux observations sur la longueur 
du pendule à secondes. 

4L Appliquons-la d'abord aux degrés, déjà mesurés, des mé- 
ridiens terrestres. Parmi ces degrés, je considérerai les sept sui- 
vants, que j'évaluerai en partie de la règle à laquelle on a rapporté 
l'arc mesuré depuis Dunkerque jusqu'à Barcelone, pour déter- 
miner l'unité fondamentale des «poids et mesures. Je désignerai 
par la lettre R cette règle, qui est le double de la toise dont Bou- 
guer s'est servi au Pérou. J'exposerai ensuite la manière dont on 
a fixé le rapport de cette règle au mètre. 

Le premier de ces degrés est celui du Pérou, à zéro de latitude. 
Sa longueur, suivant Bouguer, est de 2 5538*,85; l'arc total, me- 
suré d'où ce degré a été conclu, est de 3%4633. 

Le second est celui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par 
La Caille, et dont le milieu répond à la latitude de 37%oo93. Sa 
longueur est de 2 5666^,65; l'arc total, mesuré d'où ce degré a été 
conclu, est de i%3572. 

Le troisième est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et 
Dixon. Son milieu répond à la latitude de 43**,5556; sa longueur 
est de 26599^60; l'arc total mesuré est de i%6435. 

Le quatrième est celui d'Italie, mesuré par Boscovich et Le 
Maire. Son milieu répond à la latitude de 4 7% 7 963 ; sa longueur 
est de 2 564o^55; l'arc total mesuré est de 2^4o34. 

Le cinquième degré est celui de France, mesuré nouvellement 
par Delambre et Méchain. Son milieu répond à la latitude de 
5l^332 7 ; sa longueur est de 2 5658^2 9; l'arc total mesuré est de 
io%7487. 

Le sixième est celui d'Autriche, mesuré par Liesganig. Son mi- 
lieu répond à la latitude de 53%o92 6; sa longueur est de 2 5683*,3o; 
l'arc total mesuré est de 3*^,2 734. 

TOUS II. 21 
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Le septième est celui de Laponie, mesuré par Glairaut^ Mauper- 
tuis, Le Monnier, etc. Son milieu répond à la latitude de 73'',7o37: 
en prenant une moyenne entre les diverses suites de triangles, 
et en ayant égard à la réfraction, dans Tévaluation de Tare cé- 
leste, je fixe sa longueur à 2 5832^,2 5; Tare total mesuré est de 

i%o644. 

Voici le tableau de ces degrés , disposés suivant Tordre des iati* 
tudes. 

Latitudes. Longueors des degrés. 

o^oooo 25538^85 

37 ,0093 25666 ,65 

43 ,5556 ^^^99 t6o 

47 ,7963 2564o ,55 

5i ,3327 25658 ,28 

53 ,0926 25683 ,3o 

73 ,7037 25832 ,25 

Les équations [A) du n"* 39 deviennent donc ici 

2 5538^85 — z — y. 0,00000 = x^'^ 

2 5666 ,65 — z — j. o,3oi56 = j;^'^ 

25599 ,60 — z — j. 0,399/46 = a:^*^ 

2 56/io ,55 — z—j^. 0,4654 1 =^x^'^ {A') 

25658 ,28 — z — y. 0,52093 = x^*^ 

2 5683 ,3o — z — j. 0,548 5o = ic^*^ 



25832 ,25 — z — j. 0,83887 



X 



(7) 



Les deux suites (C) du même numéro deviennent 

00, 423,796, 3o8,202, CX> 
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et les deuK suites (D) deviennent 

— oo, 162,080, 483,087, 547,176, 00 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, J' = 3o8^202 , ce 
qui donne yt~t pour Telliplicité de la terre : on a ensuite 

^(s) ^ ^(7) ^ _ ^(3) ^ 48^6o. 

Ainsi, de quelque manière que Ton combine les sept degrés pré- 
cédents, quelque rapport que Ton choisisse pour celui des axes 
de la terre, il est impossible d'éviter dans Tellipse une erreur de 
48*,6o, dans les mesures de quelques-uns des degrés précédents; 
et comme cette erreur, étant la limite de celles qui peuvent être 
admises, est par cela même infiniment peu probable, il faudrait, 
dans la supposition d'une figure elliptique, admettre des erreurs 
encore plus grandes que 4 8^,60. Or, en examinant avec atten- 
tion les mesures de ces degrés, il paraît difficile de supposer à la 
fois que dans chacun des degrés de Pensylvanie, du Cap de 
Bonne-Espérance et de Laponie, sur lesquels tombent les trois 
plus grandes erreurs, il s'est glissé une erreur de 48^6o; il semble 
donc résulter des mesures précédentes, que la variation des de- 
grés des méridiens terrestres s'écarte sensiblement de la loi du 
carré des sinus de la latitude, que donne l'hypothèse des méri- 
diens elliptiques. 

Déterminons, cependant, l'ellipse la plus probable qui résulte 
de ces mesures. En multipliant les équations [A!) respectivement 
par les nombres i^'\ i^*\ i^^\ etc. de degrés que renferment les 
arcs mesurés qui leur correspondent, et divisant leur somme 
par i^*^-4-i^'^-+-i^'^-4- etc. la condition que la somme des erreurs 
jd) ^(i)_l_i» ^(«)_}_ etc. est nulle, donne 

= 2 5646^8o — z — j. 0,4371 7; 

SI. 
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les équations (0) du numéro précédent deviennent ainsi , 

— l07^95-hy. 0,4371 7 = x^'^ 
19 ,85-hj.o,i356i =a;^'^ 

— 47 ï2o -4-^.0,03771 =x^*^ 

— 6 ,2 5— y. 0,02 824 = ^^•^ (0') 
11 ,48 — j. 0,08376 = 0?^*^ 

36 ,5o — ^^.0,11133 =a;^*^ 

i85 ,45 — j'. 0,40170 = 5?^'^ 

De là il est facile de conclure que la suite des quantités h^'\ h^*\ 
A^*\ etc. disposées suivant Tordre de grandeur des quotients -^ , 

0,06198; 0,42767; o,36443; i,ôi4oô; o,90o3i; o,i84oô; 0,06787. 

Les équations ((7) leur correspondent dans Tordre 3, 7, 6, 1, 5, 
2 , 4 ; la somme des trois premières quantités est plus petite que la 
demi-somme de toutes ces quantités, et la somme des quatre pre- 
mières la surpasse; on a donc x^'^ = Oy ce qui donney=2 46,93; 
et par conséquent 2;=2 5538^85; en sorte que Texpression du 
degré du méridien est 2 5538^85 -h 246^93. sin*.0, étant la 
latitude, d*où il résulte yyy pour Taplatissement de la terre. 
Cette expression donne 86^,2 6 pour Terreur du degré de Laponie, 
erreur beaucoup trop grande pour être admise ; ce qui confirme 
ce que nous avons dit , savoir, que la terre s'écarte sensiblement 
de la figure elliptique. 

Les opérations faites nouvellement par Delambre et Méchain, 
pour la mesure de Tare du méridien terrestre compris entre 
Dunkerque et Barcelone, ne laissent, vu leur grande précision, 
aucun doute à cet égard. Voici les principaux résultats de ces 
opérations. 
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Latitudes. Distanœs au parallèle de Montjoui , 

des parallèles de 

Montjoui 45^9582 8l .... 

Carcassonne 48 ,016790 .... Carcassonne. . 52749^48 

Évaux 5i ,3o94i4 ..-. Évaux iSyiy^i ,o3 

Panthéon , à Paris. 5ii ,274614 .... Panthéon 218319,77 

Dunkerque 56 ,706944 .... Dunkerque. . 276792 ,36 

Maintenant, soient a^*\ a^*^ a^*^ et é*\ ces distances; d^'\ 0^*^ d^'\ 
d^^\ d^*\ les latitudes; eix^^\ x^*\ x^'\ x^^\ x^'\ les erreurs dont ces 
latitudes sont susceptibles, et que Ton peut attribuer soit aux ob- 
servations mêmes de la hauteur du pôle, soit aux mesures géode- 
siques dont les erreurs influent sur les latitudes des parallèles 
supposés distants de celui de Montjoui, des intervalles a^*\ a^'\ etc. 
L'arc terrestre compris entre Téquateur et le parallèle de Mont- 
joui est, à très-peu près, par ce qui précède, 

s étant la grandeur du degré moyen, et p étant l'aplatissement 
de la terre réduit en degrés. L'arc compris entre Téquateur et le 
parallèle de Carcassonne sera 

5.{0^*^-+-a?^'^ — I/O. sin.2 0^'^{; 

l'arc compris entre les deux parallèles de Carcassonne et de Mont- 
joui sera donc, 

5.j0W_0(i)^a;(t)_^u)_|p.(sin.2et-î— sin.20<»>)!. 

En l'égalant à a^*\ on aura 
OC)_0WH-a:W— a:^») — |p. sin.(0^'J— 0^>^).cos. (0W-f-0W)== ^^ 

Les parallèles des autres lieux, comparés à celui de Montj 
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donnent trois équations semblables. En substituant ensuite les 
nombres correspondants, on aura les quatre équations suivantes: 

a%o585o9^a;^')— g:^-)— p.o>o45829=^^749U8^ \ 



s 

R 



5»,35i i33-t-a;'"— a;"i— p.o,oo5ilo36= i^m^^, 
8%3i6333-ha;'*'— a;'"-hp.o,ooo7i5a = ^'^^'^'77 



io%748663-f-«W—ic"'-4-p. 0,0105491 = ^2^^-^. 

I 

Si l'on applique à ces équations la première méthode que nous 
avons donnée au commencement du n° 39, on ti'ouve que dans 
rhypothèse elliptique qui donne un minimum pour la plus grande 
erreur, on a x-'^ = x''' = — x^^'' = — x-" = ^\^3; x^*^ = 3\gg; l'a- 
platissement p = — r — ^, €t le degré correspondant au parallèle 

moyen égal à 2 5649^8. Les observations ont été faites avec tant 
de précision, qu'elles ne sont pas susceptibles des erreurs précé- 
dentes, quoique fort petites; il paraît donc que Ion doit les attri- 
buer, au moins en partie, à des causes qui écartent la figure de 
la terre de celle d'un ellipsoïde. Mais ce qui le prouve incontesta- 
blement, c'est l'aplatissement —= — ^ que l'ensemble de ces erreurs 

donne à la terre, aplatissement qui ne peut subsister ni avec les 
phénomènes de la pesanteur, ni avec ceux de la précession et de 
la nutation; car ces phénomènes ne permettent pas de supposer 
à la terre cm aplatissement plus grand que dans le cas de l'ho- 
mogénéité, ou au-dessous de ytô"- 

Si, dans les équations (fi), on fait p=Yjj ou en degrés, 
p = o"", 2 7 6 9 1 ; et si l'on suppose 



100000 
1^7 ' 
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elles donnent les suivantes : 

o%oooooo — z — y. o%oooooo = — x^''\ 
2%o5724o — z — y. 5^274948 = — x^*\ 
5%349637 — z — j.i3%7i74o3 = — x^'\ 
8^3l653l — :2— j.2i%33i977= — ic^ 
io%75i583 — z — J.27^579236 = — a;^*^; 

Ces équations rentrent dans les équations [A) du n"" 39 , avec la 
seule différence du signe des erreurs a:^*\ a;^'\ etc. En y appliquant 
la seconde méthode exposée dans ce numéro , les deux suites (C) 
du même numéro deviennent 

•«/ y «A/ f «A/ ^ JU y 

00, o%39ooo2 , o%38998i, o%389699, — 00; 
et les deux suites (D) deviennent 

00^ 0^389843, 00; 

d*oii Ton tire, 

— x^^) = — x^^) =x^^) = — 9^98 , 

J=: 0,389843; 

et le degré sur le parallèle de 5o** égal à 256•5l^33. 

Une erreur de 9\98 est beaucoup trop grande pour être ad- 
mise; ainsi Faplatissement ^~^, et, à plus forte raison, des apla- 
tissements moindres, ne peuvent pas se concilier avec les mesures 
précédentes : il est donc bien prouvé que la terre s'éloigne très- 
sensiblement d'une figure elliptique. Mais il est très-remarquable 
que les mesures faites nouvellement en France et en Angleterre, 
avec une grande précision , dans le sens des méridiens et dans 
le sens perpendiculaire aux méridiens, se réunissent à indiquer 
un ellipsoïde osculateur dont Tellipticité est jyy, et le degré moyen 
est égal à 2 5649^8. 
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Pour représenter, avec ces données, les mesures des degrés 
entre Dunkerque et le Panthéon, le Panthéon et Évaux, Ëvaux et 
Carcassonne, enfin Carcassonne et Montjoui, il ne faut qu'altérer 
d'environ k\k les latitudes observées. Le degré perpendiculaire 
au méridien, à la latitude de 56%3i44, devient 2 5837^6, et 
par des opérations très-exactes faites en Angleterre, on l'a trouvé 
de 2 5833^4. Il paraît donc, par cet accord, que l'aplatissement 
considérable de l'ellipsoïde osculateur en France ne dépend point 
des attractions des Pyrénées et des autres montagnes situées au 
midi de la France : il tient à des attractions beaucoup plus éten- 
dues, dont l'eflPet est sensible au nord de la France, et même en 
Angleterre, comme en Autriche et en Italie; car tous les degrés 
mesurés dans cette partie de la surface de la terre sont à 8* ou 
0^^ près , représentés par l'ellipsoïde osculateur dont on vient de 
parler. 

Il paraît encore, par les diverses observations azimutales faites 
sur l'arc du méridien terrestre, depuis Dunkerque jusqu'à Mont- 
joui, que l'ellipsoïde osculateur n'est pas exactement un solide 
de révolution. En appliquant à ces observations les formules du 
n*" 38 et les méthodes précédentes, on pourra déterminer l'ellip- 
soïde osculateur qui satisfait à la fois aux observations des azi- 
muts et des latitudes. Nous nous bornerons ici à remarquer que 
la mesure d'une perpendiculaire à la méridienne de l'Observatoire, 
faite dans la plus grande largeur de la France, par les moyens 
que l'on vient d'employer dans la mesure de la méridienne , en 
observant sur plusieurs points les azimuts et les latitudes, four- 
nirait sur l'excentricité de cet ellipsoïde, dans le sens des paral- 
lèles, des données beaucoup plus certaines; et qu'il est par con- 
séquent à désirer que l'on ajoute cette nouvelle mesure à la 
précédente. Les observations azimutales que l'on a déjà faites 
prouvent que les méridiens ne sont point semblables; et si l'on 
compare le degré du Cap de Bonne-Espérance aux degrés mesurés 
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dans rhémisphère boréal de la terre, il y a lieu de croire que 
les deux hémisphères boréal et austral sont différents entre eux. 
La figure de la terre est donc très-composée, comme il est na- 
turel de le penser lorsque Ton fait attention aux grandes iné- 
galités de sa surface, à la différente densité des parties qui la 
recouvrent, et aux irrégularités du contour et de la profondeur 
des mers. 

Pour conclure la grandeur du quart du méridien terrestre, de 
Tare compris entre Dunkerque et Montjoui , il faut adopter une 
hypothèse sur la figure de la terre, et, au milieu des irrégularités 
que cette figure présente, Fhypothèse la plus naturelle et la plus 
simple est celle d*un ellipsoïde de révolution. En partant de cette 
hypothèse, le quart du méridien serait à très-peu près égal à cent 
fois Tare mesuré entre Dunkerque et Montjoui, divisé par le 
nombre de ses degrés, si son milieu correspondait à 5o** de lati- 
tude; mais il est un peu plus au nord: il en résulte, dans la lon- 
gueur du quart du méridien , une petite correction qui dépend 
de Faplatissement de la terre. On a choisi Tellipticité que donne 
la comparaison de Tare mesuré en France avec l'arc mesuré à Té- 
quateur, et qui, par sa |)osition et son éloignement, par son éten- 
due, et par les soins que plusieurs excellents observateurs ont 
apportés à sa mesure, doit être préféré pour cet objet. L'ellipti- 
cité que celte comparaison donne est ~^; le quart du méridien 
conclu de Tare mesuré entre Dunkerque et Montjoui est ainsi 
égal à a 5653 70^. Le mètre étant la dix millionième partie de cette 
longueur, est, par conséquent, o^256537, ou o^""%5i3o74; la 
toise étant celle qui a servi à la mesure de la terre au Pérou, 
rapportée à la température de seize degrés et un quart du ther- 
momètre à mercure divisé en cent degrés, depuis la température 
de la glace fondante jusqu'à celle de l'eau bouillante sous une 
pression équivalente à celle d'une colonne de mercure i '"Ante 
et seize centimètres de hauteur. Au moyen de cette val sera 
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facile de traduire en mètres toutes les mesures précédentes, et 
généralement celles qui sont exprimées en toises. 

Quelle que soit la figure de la terre, on voit, par les obser- 
vations , que dans chaque hémisphère les degrés vont en (Uroi- 
nuant des pôles à Téquateur, ce qui exige une augmentation cor- 
respondante dans les rayons terrestres, et par conséquent un 
aplatissement dans le sens des pôles. Pour le faire voir, conce- 
vons, pour plus de simplicité, que la terre soit un sphéroïde de 
révolution : le rayon osculateur du méridien , au pôle , sera di- 
rigé suivant Taxe de révolution ; ensuite il diminuera sans cesse 
jusqu'à ce qu'il devienne perpendiculaire à l'axe, et alors il sera 
dans le plan de l'équateur. Ces divers rayons forment, par leur 
intersection commune, la développée du méridien terrestre dont 
les deux tangentes extrêmes sont, la première, dans l'axe du 
pôle , et la seconde , dans l'axe de l'équateur. Nommons a et a' 
ces deux tangentes prises depuis l'intersection de l'axe du pôle, 
avec le diamètre de l'équateur, intersection que nous prendrcms 
pour le centre de la terre. Nommons encore R et R les rayons 
osculateurs du méridien , au pôle boréal et à l'équateur, et r et r 
les rayons menés du centre de la terre à ces deux points. Nous 
aurons évidemment r=R — a; r =:iR -\-d; d'où l'on tire 

r' — r=a^à—[R—K). 

La développée est convexe vers l'axe du pôle, puisque les rayons 
osculateurs et les degrés du méridien vont en diminuant des pôles 
à l'équateur ; de plus , l'arc entier de la développée est moindre 
que la somme a-^a de ses deux tangentes extrêmes; or -R — R 
est égal à cet arc ; r — r est donc une quantité positive. Si l'on 
nomme r le rayon mené du centre de la terre au pôle austral, 
on verra, de la même manière, que r — r est positif; 2 r est 
donc plus grand que r-f-r", c'est-à-dire que le diamètre de Té* 
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quateur est plus grand que Taxe des pôles ; ou , ce qui revient au 
même, la terre est aplatie dans le sens des p61es. 

Si Ton considère un arc infiniment petit du méridien, comme 
un arc de cercle, et si Ton conçoit tracée la circonférence dont 
cet arc fait partie, l'extrémité de Tare la plus voisine du pôle sera 
plus près que l'autre extrémité, du point de la circonférence le 
plus voi^n du centre de la terre; d'où il est facile de conclure 
que le rayon terrestre mené à la première extrémité est moindre 
que le rayon mené à la seconde extrémité, c'est-à-dire que les 
rayons terrestres vont en augmentant des pôles à l'équateur. 

a-f-a est moindre que 2 [R — R); ainsi r — r est plus petit que 
il — R; la différence des rayons terrestres du pôle et de l'équa- 
teur est donc moindre que la différence des rayons osculateurs 
correspondants, en sorte que les degrés des méridiens croissent 
de l'équateur aux pôles dans un plus grand rapport que celui 
suivant lequel les rayons terrestres diminuent. Il est facile d'é- 
tendre les mêmes raisonnements au cas où la terre ne serait point 
un solide de révolution. 

42. Considérons présentement les longueurs observées du pen- 
dule à secondes. Parmi ces longueurs, je choisirai les quinze sui- 
vantes : les deux premières ont été déterminées par Bouguer, l'une 
à Téquateur au Pérou, l'autre à Porto-Bello; la troisième a été dé- 
terminée par Le Gentil à Pondicbéry; la quatrième a été conclue 
de celle de Londres, par la comparaison des oscillatiotis d'un 
pendule invariable transporté de Londres à la Jamaïque par Cam- 
pell; la cinquième a été déterminée par Bouguer, au petit Goave; 
la sixième, par La Caille, au Cap de Bonne-Espérance; la septième, 
par Darquier, à Toulouse; la huitième, par Liesganig, à Vienne 
en Autriche; la neuvième, à Paris, par Bouguer; la dixième, à 
Gotha, par Zach; la onzième a été conclue de celle de Paris, par 
la différence des oscillations d'un pendule invariable transporté 
de Londres à Paris; la douzième et la quatorzi^e ont été con- 
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dues de la même manière de celle de Paris, par les observations 
de Mallet, à Pétersbourg et à Ponoi; la treizième a été sembla- 
blement conclue de celle de Paris, par Grischow, à Arensberg; 
enfin la quinzième a été déterminée, suivant le même procédé, 
par les académiciens français qui ont mesuré le degré du méri- 
dien en Laponie. 

Les neuf mesures absolues ont l'avantage d'avoir été faites sui- 
vant la même méthode, qui consiste à observer les oscillations 
d'un poids suspendu à l'extrémité inférieure d'un fil de pite très- 
mince, d'un mètre environ de longueur, et saisi par une pince à 
son extrémité supérieure. Toutes ces mesures peuvent être con- 
sidérées comme ayant -été prises au niveau des mers. Je les ai 
réduites au vide et à la même température; ainsi, dans le cas 
même où elles laisseraient quelque incertitude sur la longueur 
absolue du pendule à secondes, l'uniformité de la méthode doit 
donner avec précision la loi des variations de cette longueur, l'un 
des principaux objets à connaître. Les huit autres mesures ont 
été conclues par la comparaison d'un pendule invariable observé 
à Paris et transporté dans les lieux correspondants à ces mesures. 

C'est à la longueur du pendule observée à Paris par Bouguer 
et prise pour unité, que j'ai rapporté les autres qui expriment 
encore les rapports des poids d'un même corps transporté suc- 
cessivement dans ces divers lieux, à son poids à Paris, pris pour 
unité de poids. 

Latitudes. Longueurs du pendule à secondes. 

o%oo .• 0,99669 

10,61 0,99689 

i3 ,25 0,99710 

20 ,00 0,99745 

20 ,5o 0,99728 

37169 0,99877 
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Latitudes. Longueurs du pendule à secondes. 

48%44 0,99960 

53 ,57 0,99987 

54 ,26 1,00000 

56 ,63 1,00006 

67 ,22 1,00018 

64 ,72 1,00074 

66 ,60 1,00101 

74 ,22 1,00187 

74 ,53 i,ooi48 

Les équations [A) du n'' 39 deviennent donc ici 

0,99669 — z — j . 0,00000 = X^'' 



X 



(*7 



0,99689 — Z — y . 0,02762 = 
0,99710 — z — y . 0,04270 = x^'^ 
0,99745 — z — y . 0,09549 =-- x^'' 
0,99728 — z — y . 0,10016 = x^'' 
0,99877 — z — y . 0,3 1 142 =x^*- 
0,99960 — z — y . 0,47551 =x^' 
0.99987 — ^ — 7 • 0,55596 z= x^'^ [A") 



X 



(»:• 



1,00000 — z — y . 0,56672 = 
1,00006 — z — y . 0,57624 = x^''' 
1,00018 — z — y . 0,61244 = ^^"^ 
1,00074 — z — y . 0,72807 =x^'*' 
1,00101 — z — y . 0,74909 = x^"^ 
1,00187 — z — y . 0^4478 = 
1,001 48 — z — y . 0,84829 = 



X 



(1*) 



^{») 



Les deux suites (C) du même numéro deviennent 

^W /r(*) ^i*) /r^"^ i™(")* 

-0,009601g, +o,oo663o/i, -i-0,0061 i3i, -KO,oo5ii8i, -+-0,0047379,... —oc 
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et les deux suites (D) deviennent 

— oo, H- 0,0055399, -h o,o3i3390, . . . -hoo. 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, que j'^ 0,0055399. 
On trouve ensuite 

x^^= — x^'^= — x^''^= 0,000 1 8 ; 
2^ = 0199687. 

Ainsi, de quelque manière que Ton combine les quinze mesures 
précédentes, on ne peut éviter une erreur moindre que 0,00018, 
dans rhypothèse où les variations de la pesanteur croissent de 
Téquateur aux pôles, proportionnellement au carré du sinns de 
la latitude. Cette erreur est dans les limites de celles dont ces me- 
sures sont susceptibles, et Ion voit qu elle est beaucoup moindre 
que Terreur correspondante des mesures des degrés des méri- 
diens; ce qui confirme ce que la théorie nous a indiqué dans le 
n*" 33, savoir, que les termes de l'expression du rayon terrestre, 
qui écartent la figure de la terre de l'hypothèse elliptique, sont 
beaucoup moins sensibles dans la longueur du pendule à se- 
condes que dans la grandeur des degrés des méridiens. 

On a vu, dans le n*" 34, qu'en partant de Thypothèse ellip- 
tique, l'ellipticité de la terre est égale à cinq demis du rapport de 
la force centrifuge à la pesanteur, moins la valeur de y : ce rap- 
port est ysT'^ l'ellipticité est donc égale à 0,0086 5 — 7 .'en subs- 
tituant pour y sa valeur précédente , on a -^ y-^ pour Tellipti- 

cité de la terre, qui rend un minimum y la plus grande erreur des 
mesures précédentes. 

Déterminons, par la méthode du n"* 40, l'ellipse la plus vrai- 
semblable qui résulte de ces mesures. Si l'on ajoute les équa- 
tions [A") et que l'on divise leur somme par quinze, on aura 

= 0,99923 — z — j. 0,435^9 : 
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c est Téquation de condition nécessaire pour que la 6omme des 
erreurs soit nulle. Les équations (0) du n° 40 deviendront ainsi 



0,002 54 


-^y- 


0,43529 = 


= a;") 


— 0,00234 


^y- 


oMiii = 


= a:'" 


0,002l3 


-^y- 


, 0,39259 = 


= .r") 


— 0,00178 


^y- 


, 0,33980 = 


- ,rw 


— 0,00195 


-^y- 


o,335i3 = 


= a;W 


— o,ooo46 


■^y- 


0,12387 = 


= .r") 


0,00027 


y- 


0,o4022 = 


= .r<" 


0,00064 


y- 


0,12067 = 


= .T« 


0,00077 


y- 


o,i3i43 = 


= «<" 


o,ooo83 


y- 


0,14095 = 


= .r"«* 


0,00095 


y- 


0,17715 = 


= a;(") 


0,001 5i 


y- 


0,28778 = 


= .r'"> 


0,00178 


y- 


o,3i38o = 


= a;(») 


0,0021 4 


y- 


0,40949 = 


= a;"" 


0,00225 


y- 


o,4i3oo = 


= .r<"' 



m 



De là \\ est facile de conclure que la suite des quantités h^'\ h^*\ 
k'\ etc. du n** 40 est 

0,0067131; o,oo58886; o,oo58586; o,oo58352; 0,0068186; 
0,0057886; 0,006672^; 0,0064479; 0,0064266; 0,0063627; 
o,oo53o37; 0,0062471; o, 0062884; 0,0062260; 0,0037186. 

Les équations (0'') leur correspondent dans Tordre 7, 10, 9, 1,6, 
2, i3, 16, 3, 11,8, 12, 4> i4, 6; la somme des six premières est 
plus petite que la demi-somme de toutes ces quantités, et la 
somme des sept premières surpasse cette demi-somme; la sep- 
tième quantité répond à la treizième des équations (^4''); on a 
donc, par le n** 40, x^''^ = o, et par conséquent 

^=0,0066724, z = 0,99676; 
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ce qui donne ^^e — o* pour Fellipticité de la terre. Cela s'accorde 

d'une manière remarquable avec Tellipticité conclue des mesures 
de France et de l'équateur. Il paraît donc, par les observations 
du pendule , que la terre est beaucoup moins aplatie que dans le 
cas de Thomogénéité , et que le rapport de ses axes ne peut pas 
être supposé plus grand que celui de 820 à 821, qui donne les 
plus petites erreurs dans les longueurs précédentes. L*ellipse la 
plus vraisemblable qui résulte de ces observations est celle dont 
les axes sont dans le rapport de 335 à 336 : l'expression de la 
longueur du pendule est alors, par ce qui précède, 

0,99676-4-0,0066724. sin\\[/, [e) 

y^/ étant la latitude. " 

Il ne s'agit plus que de multiplier cette expression par la lon- 
gueur absolue du pendule à l'équateur, pour avoir sa longueur 
absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est \[/, Bouguer a 
trouvé cette longueur absolue à l'équateur, égale à o™%7396i5; 
mais il y a lieu de penser que sa méthode donne au pendule une 
trop grande longueur, parce qu'à raison de l'épaisseur du fil et 
de la petite résistance qu'il oppose à sa flexion, le centre des oscil- 
lations doit être un peu au-dessous du point de suspension. Borda, 
qui a déterminé, par un moyen très-précis, la longueur du pen- 
dule à secondes à l'Observatoire de Paris, l'a trouvée égale à 
o™%74i887. En la divisant par 0,99676 -h 0,0066724. sin*. \[/, 
-^ étant ici la latitude de l'Observatoire, on a o™%74i9o6: c'est 
le facteur par lequel on doit multiplier la formule [e) , qui donne 
ainsi la longueur absolue du pendule, dans un lieu quelconque, 
égale à o'"%7396o2H-o"'%oo42o8.sin*.'v|/. 

Nous remarquerons ici que les mêmes anomalies que présen- 
tent les divers degrés mesurés depuis Dunkerque jusqu'à Barce- 
lone, et dont la cause est sans doute l'irrégularité des parties de 
la terre, se retrouvent dans les longueurs observées du pendule; 
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car Grîschow a observé à Pétersbourg et à Arensberg, sous des la- 
titudes très-peu diflFérentes entre elles, des variations, dans ces lon- 
gueurs, sensiblement plus grandes que celles qui résultent de la 
loi- précédente de la variation du pendule de Téquateur aux pôles- 
Ces anomalies de la variation de la pesanteur disparaissent, à 
très-peu près, à de grandes distances, pour ne laisser apercevoir 
que la loi de variation , proportionnelle au carré du sinus de la 
latitude. On a vu, dans le n° 33, que l'expression du rayon ter- 
restre étant 

1 ^ a. i y ^«^-+- y ^^^ -4- y ^*^ -4- etc. i , 

l'expression de la longueur du pendule à secondes est 

Z-f-aL.iF«)-f-2.y^'^-+-3.r*^^-etc.|-4-|.a9.L.(fA«— I); 

ainsi, les observations de la longueur du pendule donnant cette 
longueur, à très-peu près proportionnelle à (x*, y^*' est à très-peu 
près égal à — A. (jx* — y). La terre tournant autour d'un de ses 
axes principaux, Y^*^ doit être, par le n° 32, de la forme 
— A.((x* — y)-hA'^(l — (x*).cos. atzr; les observations sur le pen- 
dule nous montrent donc que A" est très-petit relativement k h; 
elles nous apprennent encore que Y^'\ Y^^\ etc. sont très-petits 
par rapport à Y^*\ et qu'ainsi on peut les négliger dans l'expres- 
sion du rayon terrestre, et même dans celles de la pesanteur et 
de la parallaxe; mais, en même temps, les diverses mesures des 
degrés des méridiens indiquent que ces termes deviennent sen- 
sibles dans l'expression de ces degrés, à raison de la grandeur des 
coefficients qui les multiplient dans cette expression. 

43. Considérons présentement Jupiter, dont l'aplatissement 
très-sensible a été déterminé avec exactitude. Si l'on suppose d'a- 
bord cette planète homogène, on déterminera son ellipticité par 
l'équation (2) du n"" 18, 

TOME II. 23 
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y/i-hX' étant le rapport de Taxe de 1 equateur à celui du pôle. 
Pour conclure X de cette équation , il faut déterminer q ; or, en 
nommant D la distance du quatrième satellite de Jupiter à son 
centre, et T la durée de sa rotation exprimée en parties du jour, 
la force centrifuge de ce satellite sera égale à la masse Af de Jupi- 
ter, divisée par D\ Mais cette force centrifuge est à la force centri- 
fuge^, due à la rotation de Jupiter, et considérée à la distance i 

de Taxe de rotation, comme -^^ est à —, t étant la durée de la 

rotation de Jupiter exprimée en fraction de jour; on a donc 

On a, par le n^ 19, M=\Tt.k\ (i-hX*); partant, 

.9 _ k\{i+\').T* 



i^ 



t\D' ~'^ 



Nous supposerons avec Newton, d'après les mesures de Pound, 
la distance du quatrième satellite égale à 2 6,63 demi-diamètres 

de Téquateur de la planète, ce qui donne ~^yi = ^ ^^ ; on 

a ensuite 

f=oi^%^i377, r=i6i,68902; 

on aura donc 

^z=o,o86i45o. (i-t-X*) *, 

et l'équation en X devient 

o=:9Xh '- — ^ (g-f-SXM. ang. tang.X, 

d'où Ton tire X=:o,48i; et, par conséquent, Taxe du pôle étant 
pris pour l'unité, Taxe de Téquateur est 1,10967. 
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Suivant les observations de Pound rapportées par Newton, 
Taxe de Féquateur de Jupiter est 1,0771 ; Short a trouvé, par ses 
observations, cet axe égal à 1,0769; enfin, par les mouvements 
des nœuds et des périjoves des satellites de Jupiter, on trouve 
1,0747 pour ce même axe qui, comme on le verra dans la théo- 
rie des satellites de Jupiter, est déterminé, par ce moyen, avec 
beaucoup plus de précision que par les mesures directes. Ces 
divers résultats concourent à faire voir que Jupiter est moins 
aplati que dans le cas de l'homogénéité, et qu'ainsi sa densité 
croît, comme celle de la terre, de la surface au centre. 

On a vu, dans le n*" 30, que si les planètes ont été primitive- 
ment fluides, comme il est naturel de le supposer, les limites de 
leur ellipticité sont \a<p et yaip; en sorte que Taxe du pôle étant 1 , 
l'axe de l'équateur est compris entre i-f— f-a(p et i-h^aip, la pre- 
mière de ces limites répondant au cas de l'homogénéité; et comme 
cette limite est, par ce qui précède, 1,10967, on a -f-aip =0,1 0967, 
ce qui donne 1,10967 et 1, 04387 pour les deux limites entre 
lesquelles l'axe de l'équateur doit être compris; or les axes précé- 
dents, donnés, soit par les mesures directes, soit par le mouve- 
ment des nœuds des orbes des satellites de Jupiter, sont renfermés 
dans ces limites; ainsi la théorie de la pesanteur est, sur ce point, 
parfaitement d'accord avec les observations. 

Il suit encore du n"" 30, que si Jupiter et la Terre étant suppo- 
sés fluides, leurs densités respectives à des distances de leurs 
centres, proportionnelles à leurs diamètres, sont dans un rapport 
constant, la loi de leurs ellipticités sera la même; et l'ellipticité 
étant l'excès de l'axe de l'équateur sur celui du pôle pris pour 
unité, le rapport des ellipticités de Jupiter et de la Terre sera le 
même, quelle que soit la loi des densités. Or, dans le cas de l'ho- 
mogénéité, les ellipticités sont, par ce qui précède et par len'' 19, 
comme 0,10967 est à o,oo43344i; en supposant donc l'ellipti- 
cité de Jupiter égale à 0,0747, telle que la donne le mouvement 



23. 
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des nœuds des satellites^ on aura -^^-^ pour Tellipticité de la 

terre correspondante à la même loi de densité. Cette ellipticité 

serait -«— ^ , si Ion adoptait Tellipticité de Jupiter, qui résulte 

des mesures de Pound. Ces divers résultats sont d'accord avec 
ceux que nous ont donnés les observations du pendule; ainsi l'a- 
nalogie de Jupiter avec la Terre concourt avec ces observations 
pour nous faire voir que l'aplatissement du sphéroïde terrestre 
est au-dessous de -2-3-5-, et même au-dessous de -j-fô- : on verra, 
dans le cinquième livre, ce résultat confirmé par les phénomènes 
de la précession des équinoxes et de la nulation de l'axe de la 
terre. 

Nous traiterons de la figure de la lune, dans le cinquième 
livre, en considérant les mouvements du sphéroïde lunaire au- 
tour de son centre de gravité, les seuls phénomènes qui nous 
donnent quelques lumières sur cette figure, trop peu différente 
de la sphère pour qu'elle puisse être déterminée par l'observation 
directe. 
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CHAPITRE VL 



DE LA FIGURE DE L'ANNEAU DE SATURNE. 



44. L'anneau de Saturne est une couronne circulaire d'une 
très-mince épaisseur, dont le centre est le même que celui de la 
planète, et dont la largeur paraît être environ le tiers du diamètre 
de Saturne, la distance du bord intérieur à la surface de cette 
planète étant à peu près égale à cette largeur. La surface de l'an- 
neau est divisée en deux parties presque égales par une bande 
obscure qui lui est concentrique, et qui prouve que l'anneau est 
formé de deux anneaux concentriques, et même d'un plus grand 
nombre, si l'on s'en rapporte aux observations de Short, qui as- 
sure avoir aperçu, avec un fort télescope, la surface de l'anneau 
extérieur divisée par des bandes obscures qui lui sont concen- 
triques. Nous supposerons, comme dans les recherches précé- 
dentes, qu'une couche infiniment mince de fluide, répandue sur 
la surface de ces anneaux, y serait en équilibre, en vertu des 
forces dont elle serait animée; il est, en efîet, contre toute vrai- 
semblance de supposer que ces anneaux ne se soutiennent autour 
de Saturne que par l'adhérence de leurs molécules; car alors leurs 
parties les plus voisines de la planète, sollicitées par l'action tou- 
jours renaissante de la pesanteur, se seraient, à la longue, déta- 
chées des anneaux qui, par une dégradation insensible, auraient 
fini par se détruire, ainsi que tous les ouvrages de la nature qui 
n'ont point opposé des forces suffisantes à l'action des causes 
étrangères. C'est par les conditions de l'équilibre de ce fluide que 
nous allons déterminer la figure des anneaux. 

On peut concevoir chaque anneau comme produit par la révo- 
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iution d'une figure fermée, telle que Tellipse» mue perpendicu- 
lairement à son plan, autour du centre de Saturne, placé sur le 
prolongement de Taxe de cette figure. Nous supposerons cet axe 
très-petit par rapport à la distance de son centre à celui de la 
planète. On a vu, dans le n"" 1 1 du second livre, que x, j, z étant 
les trois coordonnées orthogonales d'un point attiré par un sphé- 
roïde, et V étant la somme des molécules du sphéroïde divisées 
par leurs distances à ce point, on a 

(ddV\ (ddV\ (ddV\ 

Si le sphéroïde étant de révolution, Taxe des z est Taxe même de 
révolution, et si Ton fait r*=a;'-hj% V devient fonction de z et 
de Vy puisque cette fonction doit rester la même quand r et z sont 
les mêmes; on a donc alors 

lddV\_r (dV\ , a^ ( ddV \ 
\ dx' )~ r''\dr )~^ /- '\dr' j ' 

(dd V\_x' (dV\ f_ (ddV \ 

Téquation précédente deviendra ainsi 

o = i . lip. ^ (^) w- (J^) : 

r \dr J \ dr* J \ dz* J 

c'est l'équation relative au sphéroïde de révolution. 

Si l'on fait r=a-\-ii, a étant la distance du centre de Saturne 
^u centre de la figure génératrice de l'anneau, on aura 

et si l'on suppose les coordonnées u et z très-petites par rapport 
au rayon a, on aura, à fort peu près, 



/ddV\ (ddV\ 

''=\-dirr-\-d^)'^ 
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c'est Téquation relative aux cylindres d'une longueur infinie de 
chaque côté de Torigine des ii et des z; et Ton voit que ce cas est 
à fort peu près celui de Tanneau quand le point attiré est voisin 
de sa surface. 

Cette équatîon donne, en l'intégrant, 



<p (a) et \[/ (il) étant des fonctions arbitraires de u. On peut mettre 
cette expression de w, sous la forme suivante : 

V =f ( tt-f- 2 . yj — i) ■+- \/ — 1. F ( tt -f- z . \/^^) 

-h/(tt — z.\/ — i) — Sj — i.F{u — z.\/ — i); 

f. (a) et F (il) étant des fonctions réelles de u. Si la figure généra- 
trice du cylindre est formée de deux parties égales, et semblables 
de chaque côté de l'axe des a, alors l'expression de V reste la 
même, en y changeant le signe de z; ainsi l'on a, dans ce cas, 

Pour déterminer la fonction / (u) , il suffit de connaître la valeur 
de V lorsque z=o, ou lorsque le point attiré est sur le prolon- 
gement de Taxe des a; et l'on verra bientôt que la détermination 
de cette fonction se réduit aux quadratures des courbes. 

La valeur de V relative aux cylindres ne doit être considérée 

■ 

que comme une approximation par rapport aux anneaux ; mais , 
en la substituant dans l'équation (i), il est facile d'en conclure 
des valeurs de V successivement plus approchées. Si Ton fait, dans 
cette équation , 

u-hz.y — 1=5, u — z.y/ — 1=/, 

elle deviendra 



2 



( ddv \ I \(dv\ (dr\\ 

' \ dsds'J "•" 2a+s+s' '\\ds )~^ [ds'J y 
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Soit 

a a' 

on aura, en comparant les puissances semblables de -, les équa- 
tions suivantes : 



G 



= 2 



= 
etc. 



(ddr \ 

• [ds ds'] ' 

(ddr\ , \idr\ . [dr\\ 

'\ds ds'j'^'^'Wds )'^\ds')\' 

'\drd7y''\\ds r\ds')\ k '\\ds )'^\ds')s 



Ces équations donneront, en les intégrant, les valeurs de F', 
V y etc. Pour en déterminer les fonctions arbitraires, nous sup- 
poserons, pour plus de simplicité, que la figure génératrice de 
Tanneau est égale et semblable de chaque côté de Taxe des u; 
ce qui réduit à une seule les fonctions arbitraires de chacune des 
valeurs de F', V\ etc. Pour les obtenir, il suffira de connaître ces 
valeurs, lorsque le point attiré est placé sur le prolongement de 
Taxe des dltonsidérons une ligne circulaire parallèle au plan qui, 
passant par Taxe des u, est perpendiculaire à la figure généra- 
trice ; supposons que le centre de cette circonférence soit sur la 
droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculairement à 
ce plan. Nommons j la hauteur de ce centre au-dessus de ce plan; 
a + Xy le rayon de cette circonférence, et tzr Tangle que ce rayon 
forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le point 
attiré: soit a + w la distance de ce point au centre de Saturne. 
Cela posé, la somme des molécules de la circonférence, divisées 
par leurs distances au point attiré, sera 

(a+j?) . d'us 



/: 



\/(a+o)*— 2 . (a-htt).(a+ar). cos.tir+(«-4-a?)*+7' 
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rintégraie étant prise depuis ©=o, jusqu'à © égal à la circonfé- 
rence. Il faut ensuite multiplier cette intégrale par dj, et l'inté- 
grer depuis j=- — 9 (^) ' jusqu'à y=L(^{x)\ j*= j(p (a:)}* étant 
l'équation de la figure génératrice de l'anneau : il faut enfin , pour 
avoir la valeur de F, multiplier cette nouvelle intégrale par àxy 
et l'intégrer depuis a;=: — k jusqu'à x=^k\ — k et k' étant les 
limites des valeurs de x. Ces diverses intégrations sont inexécu- 
tables rigoureusement ; on peut obtenir leurs développements en 

séries suivant les puissances de -, ce qui suffit dans la question 

présente; mais comme V devient infini dans la supposition de a 

infini, il faut, au lieu de chercher V, déterminer ( j— ) ^ dont la 

valeur n'est jamais infinie. Il est visible que l'expression de i-i— ) 

j- |, et par conséquent on aura les attractions 

de l'anneau parallèles aux axes des u et des z. 

Le^ dimensions de la figure génératrice des anneaux de Sa- 
turne sont assez petites relativement à leurs diamètres, pour que 
Ton puisse négliger les termes divisés par a; or si l'on substitue 
dans l'intégrale précédente, au lieu de cos. tar, sa valeur en série, 
1 — Y©* -h etc. et si l'on suppose a^ = t, elle devient, en négli- 
geant les termes divisés par a, 



fi 



dt 



V/(u— a;)'-(-j'+/* 
Sa différentielle, prise par rapport à u, et divisée par du, est 



i 



[u—x).dt 



[[u^xY+y'+ry 



L'intégrale relative à taf devant être prise depuis ©i=o, jusqu'à 
©rrrair, TT étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité, 
elle est évidemment la même que si on la prenait depuis « = — ir 

TOME IT. 24 
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jusqu'à © ^1:= ir ; ce qui, dans le cas de a infini, revient à prendre 
l'intégrale relative à t, depuis frzz — oo jusqu'à f==oo; et alors 
elle devient 

2.(n--x) 

et, par conséquent,. on a, lorsque le point attiré est sur Taxe des a, 

Si l'on suppose que la figure génératrice de l'anneau est une 
ellipse, en représentant son équation par la suivante, 

on trouvera 



-(^)=ia-hv/--'--^1- 

La valeur de — \'-T} ''^l^tive à un point quelconque attiré est, 
par ce qui précède, 

f{u) étant la différentielle de/(u), divisée par du; en égalant 
donc ces deux valeurs de — \'T] ^^^^ ^^ ^^^ de z=o, on aura 

celle de/' (u). La valeur de — (-t") ^^t 

— (^— ) 6t — ( j~) expriment les attractions de l'anneau paral- 
lèles aux axes des a et des z, et dirigées vers le centre de la 
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figure génératrice; d'où il est facile de conclure que dans le cas 
où cette figure est une ellipse, ces attractions sont; 






et 






V— 1 '] / IZZ TTT-TTi 



(„_,.v/_,)+^(„_,.v/_,)'_K (291)1 



Si le point attiré est à la surface du sphéroïde, où Ton a 
tt*-hX*.z*=:ft% elles deviennent 

, et-- . 

45. Supposons maintenant que Vanneau soit une masse fluide 
homogène, et que sa figure génératrice soit une ellipse; nom- 
mons a la distance du centre de cette ellipse à celui de Saturne, 
a étant supposé très-grand par rapport aux dimensions de l'ellipse. 
Concevons que l'anneau tourne dans son plan autour de Saturne, 
et nommons g la force centrifuge due à ce mouvement de rota- 
tion, à la distance i de l'axe de rotation. Cette force, relativement 
à la molécule de l'anneau, dont les coordonnées sont a et z, sera 
(a+o).<y;et, en la multipliant par l'élément de sa direction , le pro- 
duit sera (a -}-u).^d[u. L'attraction de Saturne sur la même molé- 

cule est 7 — : — r; — - , 5 étant la masse de Saturne; en la multipliant 

[a+uy+z* ^ 

par l'élément de sa direction, qui est égal à — rf.y/(a-l-tt)'-+-z% 
on aura, en négligeant les carrés de u et de z, 

S. du 2S,uda S.zdz 



«• a* a* 

24. 
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Présentement, la condition générale de l'équilibre est que la 
somme de tous ces produits soit nulle; on a donc 

\S )i.l4w 2S ) j {/l'ir.'X S) j 

— — ao>.au-t- — ; 9l-ttattH-{— 1 — -\.zdz: 

c'est l'équation différentielle de la figure génératrice de J'anneau; 
mais nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont 
l'équation est u"-4-X*z* = ft\ et dont l'équation difiFérentielle est, 
par conséquent, o = udu-+-'k^zdz: en comparant cette équation 
difiFérentielle à la précédente, on aura les deux suivantes, 

S 





r-^ 


' a» 




■ -+- 


5 
a' 


kir 




3. S' 



v. 



X+1 a 



3 



La première de ces équations détermine le mouvement de rota- 
tion de l'anneau : la seconde détermine l'ellipticité de sa figure 

génératrice. Si Ton fait e= j -^, la seconde de ces équations 

donne 

x.()^— 1) 

^— ()^+i).{3v+i)' 

e étant positif, on voit que X doit être plus grand que l'unité. 
L'axe de l'ellipse, dirigé vers Saturne, est égal à 2 fe, et il mesure 
la largeur de l'anneau : Taxe qui lui est perpendiculaire est égal 

à —, et il mesure l'épaisseur de l'anneau; cette épaisseur est donc 

A 

moindre que la largeur. 

On voit ensuite que e est nul lorsque X=i, et lorsque X=oo; 
d'où il suit qu'à une même valeur de e répondent deux valeurs 
difiTérentes de X; mais on peut choisir la plus grande, qui donne un 
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anneau plus aplati. La valeur de e est susceptible d*un maximum 
qui répond à fort peu prèsàX;=2,594. Dans ce cas, e=o,o543o2 6; 
cette valeur est donc la plus grande dont e soit susceptible. En dé- 
signant par R le rayon du globe de Saturne, et par p sa moyenne 
densité, celle de l'anneau étant prise pour unité, on aura 



S=\7:.p.R\ 



et par conséquent 






3a^ ' 



Ainsi la plus grande valeur que Ton puisse supposer à p est 

0,1629078.-^. 

La difficulté d'avoir le vrai rapport de a à /î, vu la petitesse de 
ces grandeurs et Teffet de l'irradiation, ne permet pas d'évaluer 

exactement la limite de p; en supposant -^ z= 2, relativement à 

Tanneau le plus intérieur, ce qui s'éloigne peu de la vérité , on 
aura W environ pour cette limite. 

L'irradiation doit considérablement augmenter la largeur appa- 
rente des anneaux dont la largeur réelle est conséquemment 
beaucoup moindre : peut-être même cette irradiation confond en 
un seul, dans les meilleurs télescopes, plusieurs anneaux distincts, 
de même que les télescopes moins forts nous présentent l'ensemble 
des anneaux de Saturne comme ne formant qu'un seul anneau; 
on ne peut donc établir rien de certain sur la figure des anneaux 
dont cette planète est environnée. Nous nous contenterons d'ob- 
server que la petitesse de leur largeur et de leur épaisseur, rela- 
tivement à leurs distances à son centre, rend plus exacte l'appli- 
cation de la théorie précédente à leur figure, et l'explication que 
nous venons de donner de la manière dont ces anneaux peuvent 
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se soutenir autour de Saturne , par les lois seules de Téquilibre 
des fluides. 

Il est facile de déterminer la durée de la rotation de chaque 
anneau, d'après la distance a, du centre de la section génératrice 
au centre de Saturne ; car la force centrifuge g, due à son mou- 

S 
vement de rotation, étant égale à —, il est clair que ce mouve- 
ment est le même que celui d*un satellite placé à ]a distance a du 
centre de Saturne; d'où il suit que la période de ce mouvement 
doit être d'environ o^°",44, relativement à l'anneau intérieur; ce 
qui est conforme à l'observation. 

46. La théorie précédente subsisterait encore dans le cas où 
l'ellipse génératrice varierait de grandeur et de position, dans 
toute l'étendue de la circonférence génératrice de l'anneau, qui 
peut ainsi être supposé d'une largeur inégale dans ses diverses 
parties; on peut même lui supposer une double courbure, pourvu 
que toutes ces variations de grandeur et de position ne soient 
sensibles qu'à des distances d'un point quelconque donné sur sa 
surface , beaucoup plus grandes que le diamètre de la section gé- 
nératrice passant par ce point. Ces inégalités sont indiquées par 
les apparitions et les disparitions de l'anneau de Saturne, dans 
lesquelles les deux bras de l'anneau ont présenté des phénomènes 
difi*érents. J'ajoute que ces inégalités sont nécessaires pour main- 
tenir l'anneau en équilibre autour de Saturne; car s'il était par- 
faitement semblable dans toutes ses parties, son équilibre serait 
troublé par la force la plus légère, telle que l'attraction d'une 
comète ou d'un satellite, et l'anneau finirait par se précipiter sur 
la surface de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que l'anneau 
soit une ligne circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre 
soit à la distance z du centre de Saturne, supposé dans le plan 
de l'anneau. Il est clair que la résultante de l'attraction de Saturne 
sur cette circonférence sera dirigée suivant la droite z qui joint 
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les deux centres. Si l'on nomme ^cs l'angle que le rayon r forme 
avec le prolongement de z. 



dz 



■k 



yTH- irz. cos.'or+ 2* 



sera Tattraction de Saturne , sur l'anneau , décomposée parallèle- 
ment k z; l'intégrale étant prise depuis ^=^0 jusqu'à tar égal à 
la circonférence, et la différentielle étant prise par rapport à z. 
Nommons A cette attraction; le centre de l'anneau sera donc mû 
comme si, toute sa masse étant réunie à ce point, il était sollicité 
par la force A dirigée vers le centre de Saturne. 

En désignant par c le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est l'unité, on a 



1 



(r*+2rz.cos.tir+z«)* ^ ( ^ _^ £^ ^^^ ^^"^ It ^ j ^ _^^ ^^ ""^^V' 
Soit 



/ z fsxT^xW 



1 + a . - . c + a . -- . c - etc. 

r r 



2 



on aura 



i z — tarV^-— I , z' — Q-orV/ — I 

=:i-ha.-.c +a. — .C f-etc. 

r r* 



(■H--.C ). 



Si Ton multiplie ces deux suites l'une par l'autre, et qu'après avoir 
multiplié leur produit par dm, on l'intègre depuis ^0=0 jusqu'à m 
égal à la circonférence entière représentée par 1 Tt, on aura 

/d'à 2 7r ( . ^* . /* ^* . * ) 



192 MECANIQUE CELESTE, 

d'où Ton tire 

. ^TT.S.Z ( , u Z* 



Cette quantité est négative, quel que soit z; ainsi le centre de 
Saturne repousse celui de l'anneau, et quel que soit le mouve- 
ment relatif de ce second centre autour du premier, la courbe 
qu'il décrit par ce mouvement est convexe vers Saturne; le centre 
de l'anneau doit donc finir par s'éloigner de plus en plus de celui 
de la planète, jusqu'à ce que sa circonférence vienne en toucher 
la surface. 

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties serait 
composé d'une infinité de circonférences pareilles à celle que nous 
venons de considérer; le centre de l'anneau serait donc repoussé 
par celui de Saturne, pour peu que ces deux centres cessassent de 
coïncider, et alors l'anneau finirait par se joindre à Saturne. 

Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne sont, 
par conséquent, des solides irréguliers d'une largeur inégale dans 
les différents points de leurs circonférences, en sorte que leurs 
centres de gravité ne coïncident point avec leurs centres de figure. 
Ces centres de gravité peuvent être considérés comme autant de 
satellites qui se meuvent autour du centre de Saturne, à des dis- 
tances dépendantes de l'inégalité des parties de chaque anneau, 
avec des vitesses de rotation égales à celles de leurs anneaux res- 
pectifs. 

Dans la recherche de leurs figures, nous avons fait abstraction 
de leur action mutuelle ; ce qui suppose l'intervalle qui les sépare 
assez grand pour que cette action n'ait pas une influence sen- 
sible sur leur figure. Il serait cependant facile d'y avoir égard, et 
l'on peut s'assurer aisément que la figure génératrice de chaque 
anneau serait encore elliptique, si les anneaux étaient fort aplatis. 
Mais la stabilité de leur équilibre exigeant que leur figure soit 
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irréguiière, et ces anneaux, doués de divers mouvements de ro- 
tation , changeant sans cesse leur position respective , leur action 
réciproque doit être extrêmement variable, et elle ne doit point 
entrer en considération dans la recherche de leur figure perma- 
nente. 



Tom n. i5 
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CHAPITRE VIT. 

DE LA FIGURE DES ATMOSPHERES DES CORPS CÉLESTES. 

47. Un fluide rare, transparent, élastique et compressible, 
soutenu par un corps qu'il environne, et sur lequel il pèse, est 
ce que je nomme son atmosphère. Nous concevons autour de chaque 
corps céleste une pareille atmosphère dont l'existence, vraisem- 
blable pour tous, est, relativement au soleil, à la terre, et à plu- 
sieurs planètes, indiquée par les observations. A mesure que le 
fluide atmosphérique s'élève au-dessus du corps, il devient de 
plus en plus rare, en vertu de son ressort, qui le dilate d'autant 
• plus qu'il est moins comprimé ; mais si les parties de sa surface 
étaient élastiques, il s'étendrait sans cesse, et finirait par se dissi- 
per dans l'espace ; il est donc nécessaire que le ressort du fluide 
atmosphérique diminue dans un plus grand rapport que le poids 
qui le comprime, et qu'il existe un état de rareté dans lequel ce 
fluide soit sans ressort. C'est dans cet état qu'il doit être à la sur- 
face de l'atmosphère. 

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre , à la longue, 
un même mouvement de rotation , commun au corps qu'elles en- 
vironnent; car le frottement de ces couches les unes contre les 
autres et contre la surface du corps doit accélérer les mouvements 
les plus lents et retarder les plus rapides, jusqu'à ce qu'il y ait 
entre eux une parfaite égalité. 

A la surface de l'atmosphère, le fluide n'est retenu que par sa 
pesanteur, et la figure de cette surface est telle, que la résultante 
de la force centrifuge et de la force attractive du corps lui est 
perpendiculaire; car le peu de densité de l'atmosphère permet de 
négHger l'attraction de ses molécules. Déterminons cette figure, et 
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poQT cela, nommons Fia somme des molécules du sphéroïde que 
Fatmosphère recouvre y divisées par leurs distances respectives à 
une molécule quelconque dM de cette atmosphère. Soît r la dis- 
tance de cette molécule au centre de gravité du sphéroïde, l'angle 
que r forme avec Taxe de rotation du sphéroïde, et ^ l'angle que 
le plan , mené par cet axe et par le rayon r, fait avec un méridien 
fixe sur la surface du sphéroïde. Soit encore n la vitesse angulaire 
de rotation du sphéroïde ; la force centrifuge de la molécule dM 
sera n^r. sin. d. L'élément de sa direction sera d. (r.sin.d); ain» 
l'intégrale de cette force multipliée par l'élément de sa direction 
sera -j/iV". sin*. 6 : en nommant donc p la densité de la molécule 
dM, et II la pression qu'elle éprouve, on aura, par le n*" 22, 

= constante-}-F-hYn'. r'. sin*.0, (j) 



/ 



P 

n étant une fonction de p. 

Si le sphéroïde est peu différent d'une sphère, l'expression 
de V est, par les n*"' 11 et 31, de cette forme. 



etc. 



r r' r* 



m étant la masse du sphéroïde, et U^'^ étant une fonction ration- 
nelle et entière de (i, \/i — |x". sin.'CT, et \/ 1 — (x'. cos.tar, qui sa* 
tisfait à l'équation aux différences partielles , 

— , ^ ^ ^ M -t- -^ ^ -+-«. ï-4-1 .f/^^ 

ft étant égal à cos. 6. Si l'on substitue pour V cette valeur, dans 
Téquation (i), on aura l'équation de toutes les couches de même 
densité de l'atmosphère. 

A la surface extérieure, n=o, et si l'on néglige l'excentricité du 
sphéroïde, et que l'on désigne par a le rapport de la force cen- 



'2^, 
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trifuge à la pesanteur à Téquateur et sur la surface du sphéroïde, 
dont nous prendrons le rayon pour unité; Téquation (i) devient 



c= — har'.sin*. d. 
r 



En nommant R le rayon du pôle de l'atmosphère, on a c=r^; 
partant , 

Ti = — har*. sin\Ô. 
R r 

Pour avoir le rapport des deux axes de l'atmosphère, nommons jR' 
le rayon de son équateur : l'équation précédente donnera 

11 

La plus grande valeur dont R soit susceptible est celle qui s'étend 
jusqu'au point où la force centrifuge devient égale à la pesanteur : 

on a, dans ce cas,|T^=a/î', ou a/î''=i, et par conséquent -^=-|-. 

Ce rapport de JR' à JR est le plus grand qu'il est possible; car, en 

faisant aJR''= i — z, z étant nécessairement positif ou zéro, on 

R 3-z 

aura -77 = . 

R 2 

Le rayon le plus grand de l'atmosphère est celui de Téquateur : 
en effet, l'équation de sa surface donne, en la diflférentiant , 

j ar*. dô.sin.ô.cos.fl 

1 — ar\sin*. 

Le dénominateur de cette fraction est constamment positif; car 
la force centrifuge , décomposée suivant le rayon r, est égale à 
amr. sin*. 6, et elle doit être moindre que la pesanteur qui est 

égale à — : r croît donc avec 6, du pôle à l'équateur. 

Donnons à l'équation de la surface de l'atmosphère la forme 

suivante , 

ar 2 

= 0. 



aR.sin\6 oLsin\0 
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Les valeurs de r qui conviennent au problème doivent être posi- 
tives, et telles que i — ar'.sin*. d soit plus grand que zéro; or il ne 
peut y avoir quune racine de cette nature; car si l'on nomme p, 
p, p", les trois valeurs de r, données par l'équation précédente, 

et si l'on suppose p et p positifs et moindres que ^ , l'équa- 

yûtTsmTÂ 

tion en r, manquant de son second terme, ce qui donne p=—p—p\ 
p" serait négatif et moindre que ^ ; le produit —p.p. pi' 

serait donc moindre que — r-^^; mais, par la nature des équa- 
tions, ce produit doit être égal à cette quantité : la supposition 
précédente est donc impossible, et l'équation en r n'a qu'une 
racine qui satisfait au problème, c'est-à-dire que l'atmosphère n'a 
qu'une figure possible d'équilibre. 

Si l'on applique ces résultats à l'atmosphère solaire, on voit, 
i'^ qu'elle ne peut s'étendre que jusqu'à l'orbite d'une planète qui 
circulerait dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre, 
c'est-à-dire en vingt-cinq jours et demi : elle est donc fort loin 
d'atteindre les orbes de Mercure et de Vénus, et l'on sait que la 
lumière zodiacale s'étend beaucoup au delà. On voit, 2° que le 
rapport du petit au grand axe de cette atmosphère ne peut être 
moindre que -f- , et la lumière zodiacale paraît sous la forme d'une 
lentille fort aplatie, dont le tranchant est dans le plan de l'équa- 
teur solaire. Le fluide qui nous réfléchit la lumière zodiacale 
n'est donc point l'atmosphère du soleil, et puisqu'il environne 
cet astre, il doit circuler autour de lui suivant les mêmes lois que 
les planètes : c'est peut-être la cause pour laquelle il n'oppose 
qu'une résistance insensible à leurs mouvements. 



»4i 



LIVRE QUATRIÈME. 



DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L'ATMOSPHERE 



L'action du soleil et de la lune sur la mer et sur Tatmosphère 
excite, dans ces deux masses fluides, des oscillations dont il est 
intéressant de déterminer la loi. Les oscillations de la mer sont 
connues sous le nom de flux et reflux; elles sont très-sensiLles 
dans nos ports : celles de l'atmosphère sont peu sensibles en 
elles-mêmes, et peuvent être d'autant plus difficilement obser- 
vées, qu'elles se confondent avec les vçpts irréguliers dont l'at- 
mosphère est sans cesse agitée. Nous allons considérer, dans ce 
livre, ces divers mouvements. 



CHAPITRE PREMIER. 



THEOEIE DU FLUX ET DU REFLUX DE LÀ MER. 



1. Reprenons les équations générales du mouvement de la 
mer, que nous avons données dans le dernier chapitre du pre- 
mier livre. Si l'on prend pour unité le demi-petit axe de la terre , 
et que l'on représente par y la profondeur de la mer, supposée 
très-petite par rapport à ce demi-axe; y étant une fonction de 
et de 'CT, 6 étant le complément de la latitude d'une molécule dm, 
de la surface de la mer, dans l'état d'équilibre qu elle prendrait 
sans l'action du soleil et de la lune , et ^ étant la longitude de la 
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molécule dans cet état , cette longitude étant comptée d'un méri- 
dien fixe sur la terre; soit aj rélévation de la molécule dm au- 
dessus de cette surface d*équilibre, dans Tétat de mouvement, et 
supposons que par cet état, 6 se change dans Ô-f-aiz, et tsr dans 
©-t-au; enfin, soit wf le moyen mouvement de rotation de la 
terre et g la pesanteur; on aura, par le n'' 36 du premier livre, 
les deux équations suivantes, 

(d.yu\ [ d.yv\ ytt.cos.6 , v 

'~dr)~\l[^) imT"' ^^l 

ddA (-TTr) — ^^\jt)' ^^^•^- ^^^-^ 
-+-d©.|sin\ô[-^|^-2nJ^|.sin.0.cos.0. =^ — gAy-i-dV, (2) 

les différences ày et dV étant uniquement relatives aux va- 
riables et©. La fonction adF' exprime, comme on Ta vu dans 
le n*" 35 du premier livre, la somme des produits de toutes les 
forces qui troublent l'état d'équilibre de la molécule dm, par les 
éléments de leurs directions, en ne conservant que les différen- 
tielles dd etd^. Ces forces sont d'abord l'action du soleil et de 
la lune: on aura la partie de ad F' relative à cette action, en di- 
visant respectivement la somme des masses du soleil et de la lune 
par leurs distances à la molécule dm, et en différentiant ces quo- 
tients par rapport aux variables 6 et «. Or, si l'on nomme r la 
distance d'un astre L au centre de la terre, v sa déclinaison, 
et y^ son ascension droite; sa distance à la molécule dm sera, par 
le n*" 23 du troisième livre, à très-peu près, 

\/r* — 2 r.jcos.ô.sin.v-|-sin.6.cos. v. COS. (nf-f-ty — 4')j-+-i 1 

l'angle nf-j-tsT étant compté, comme l'angle \^, de l'équinoxe du 
printemps; ainsi, pour avoir la partie de adl^' relative à l'action 
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de l'astre L, il faut difFérentier, par rapport k 6 et k ts, h 
fonction 

L 

y r*— ar.jcos.ô.sin.v + sin.ô.cos. V. COS. (nf+«r— +)j+i 

Mais comme on suppose le centre de gravité de la terre immo- 
bile, il faut transporter en sens contraire, à la molécule dm, la 
force dont ce centre est animé par Faction de L; et l'on a vu, dans 
le n** 23 du troisième livre, que cela revient à retrancher de la 
fonction précédente celle-ci , 

1 — ;.jcos.0.sin.v-l-sin.0.cos.v. COS. (7if-f-« — y^/)]; 

on aura donc la valeur de ad F' dépendante de l'action de L, en 
différentiant, par rapport à et à tir ^ la différence de ces deux 
fonctions; différence qui, par le numéro cité du troisième livre, 
peut se développer dans une suite descendante par rapport aux 
puissances de r, telle qu'en la désignant par 

«ZW aZW aZW aZW 

etc. 



,0 ^4 



Z^^ est une fonction rationnelle et entière de jx, \/i — jx*.sin.^ 
et yi — (ïTcos.tiy, du degré i, assujettie à l'équation aux diffé- 
rences partielles, 

o=i-l — -Aé]lJi\^\J^l1 ^ui^,\z'^\ 

du ) i—nn ^ ' 

|x étant égal à cos.B. 

ad F' se compose encore de l'attraction, sur la molécule dm, de 
la couche aqueuse dont le rayon intérieur étant Tunité, le rayon 
extérieur est i-\-cty, et il est facile de voir que, pour la détermi- 
ner, il faut diviser chacune des molécules de la couche par sa 
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distance à la molécule dm, et difFérentier la somme de ces quo- 
tients, relativement kd ei^. Il faut, de plus, transporter en sens 
contraire, à la molécule. Faction de cette couche sur le centre de 
gravité de la terre; mais il est visible que ce centre ne changeant 
point par l'attraction et par la pression des diverses parties de la 
terre, cette action doit être ici négligée. 

2. Considérons d'abord le cas dans lequel la terre n'aurait 
point de mouvement de rotation, et où l'on aurait, par consé- 
quent, /î = o; supposons de plus la terre sphérique, et la pro- 
fondeur y de la mer égale à une constante /, et déterminons les 
oscillations que doit y exciter l'action du soleil et de la lune. 
L'équation du numéro précédent devient, en y faisant cos.0 = (x 
et y=/. 



/ — \ d(M } \d^) ' 



l'équation (2) devient 



.9.(^)-..«.(.-,.).(^)=-,.(|).(*)..9-,.(^)... 



dy_ 



oronalT^|= — y/i — |x'; on aura donc, en comparant les 
coefficients de dd et de d'^s, 



ddv 



!lU) _^ 1^ . 



TOME II. 26 
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partant, 



■m-v^) ( ^'-'■■'■(1)1 , A'-^iwi 

, /ddv\ (ddy\ ( ddV' \ 

d'Or j "* 1 — f*l^ 1 — l^f* 

L'expression précédente de y donne 

j (ddu\ i , (ddv\ 

(ddy\_,i '\-dF)'^f^\ /'KdF) ) 

on aura donc 






( dyi ) 1 — j^f* 

Pour intégrer cette équation , nous ferons 

^^y(o)_+_7(.)^7{.)^^y(3)_^ etc. 

y{o) y(i)^ y(«)^ ^j^ étant des fonctions rationnelles et entières de 
(X, \J\ — (x\ sin.'GT, et \J \ — (x*. cos.'cy, telles que Ton a généra- 
lement 

I dit ) i—ft(t. ^ ' 

La partie de V relative à la couche sphérique fluide dont le rayon 
intérieur est l'unité et dont le rayon extérieur est i-+-aj, sera, 
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par le n** 14 du troisième livre, en prenant pour unité de den- 
sité la densité de la mer, 

ir étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Nommons p 
la moyenne densité de la terre entière, nous aurons 9=^ irp, et 

par conséquent, 4''^=— . 

Il résulte du numéro précédent que la partie de aV relative 
à Faction du soleil et de la lune, et généralement à l'action d'un 
nombre quelconque d'astres attirants, peut se développer dans 
une suite de la forme 

a. L' '-'■ -+-a. U^'^ ~f-a. U'-' -ha.ll^'^ -h etc. 

L "^ étant une fonction rationnelle et entière de l'ordre i, en (x, 

yi — ft'.sin.'cy, et y/i — (jî7. cos.'cy, qui satisfait à l'équation aux 
différences partielles, 

0=1-J _A*LiJUi*t_i +,-.(,_Hl).t/«: 

cela posé, si l'on substitue pour j et V ces valeurs dans Téqua- 
tion (3), la comparaison des fonctions semblables f/'^ et } ^'^ 
donnera 

Supposons, pour abréger, 






26. 
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l'équation différentielle précédente donnera, en l'intégrant, 

7"^ = l M w . sin .Xit-hl Ar« . COS. X .^ 

Ldl±}} . /. sin. X. f./t^<'\ dt. COS. X.t 

_ Iiil±l] . /. COS. X.- f./f/'" . dt. sin. X.f ; 

M'"' et iV'"' étant des fonctions rationnelles et entières de ft, 

\/i — |x*. sin.*©, et yT— fJtV, cos.-®, qui satisfont aux équations à 
différences partielles, 

o= ^ j ^ — ^ -h-^^ ^-f-l.(l-|-l).Af", 

' df* ) I — n(i ^ ' 



— ■ , ^ M- -^^ -t-i.fn-O-iV'^ 



L équation différentielle en F''' donne, en y supposant i = o, 
y-yft — ) = o, et, par conséquent, 



l'équation 



yw=/.iWw.f-t-/.iV'"; 



j=yw-Kyc)_4-yw-t_etc. 



donnera donc 



j=/.MW.f-4-/.iVW-h/.M«".sin.X.f-f-/.iVw.cos.X.f 

H- / . M w . sin. X, f -I- / . iV'" . COS. X. f 



/ . Af w . sin . X; f H- / . iV*''' . COS. X,- 1 
etc. 
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— . sin, X, t >fU^^^ dt . COS. X, t 

— . COS. X, t 'fU^*^ dt . sin. X, t 

Hllill. sin. X,<./f/«rff.cos.X.f 

— Jjlî±il[ . COS. X, ( .fW^ dt. sin. X. t 
-+- etc. 

On déterminera les fonctions N^'\ N^'\ N^*\ etc. au moyen de la 
figure initiale du fluide, et les fonctions M^'\ M^'\ M^*\ etc. au 
moyen de sa vitesse initiale; ainsi, Texpression précédente de y 
embrassant toutes les figures et toutes les vitesses dont le fluide 
est susceptible, elle a toute la généralité que Ion peut désirer. 

Si la quantité M^'^ n'était pas constante, la valeur de j irait en 
croissant sans cesse, et l'équilibre ne serait pas ferme, quel que 
fût d'ailleurs le rapport de la densité du fluide à celle de la spbère 
qu'il recouvre. Mais il est facile de s'assurer que les quantités M^'^ 
et iV^'^ sont nulles, par cela seul que la masse fluide est constante. 
Cette condition donne yyc/(x.c/'cy=o, l'intégrale étant prise depuis 
(x= — 1 jusqu'à ft=i, et depuis ^=o jusqu'à ^=2 n ; or on a 
généralement, par le n° 12 du troisième livre, 

fY^^Km\dfi.d^=^o, 
lorsque i et i sont des nombres différents; on aura donc 

fydfi.d^=à 'TT . Y^^^= 4 'TT . i M^'K t^m\; 

ainsi, en égalant cette quantité à zéro, on aura M^"^ = o et 

Il suit de là que la stabilité de l'équilibre du fluide dépend du 
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signe des quantités \\ \\ etc. car si Tune de ces quantités, telle 
que X/S est négative, le sinus et le cosinus de l'angle X,f se chan- 
gent en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle si 
'ki^-zzio. Dans ces deux cas, la valeur dey cesse d'être périodique, 
condition nécessaire pour la stabilité de l'équilibre. X*, étant égal 

à ' '; ^ --— ■ j(2 ï-i-i) .p — 3j, cette quantité ne peut être positive 

que dans le cas où Ton a p > — : — , i étant un nombre entier 

positif égal ou plus grand que l'unité; il faut donc, pour la sta- 
bilité de l'équilibre, que cette condition soit remplie pour toutes 
les valeurs de /, et cela ne peut avoir lieu qu'autant que l'on a 
p: 1, c'est-à-dire que la densité du noyau doit surpasser celle 
du fluide. Voilà donc la condition générale de la stabilité de l'é- 
quilibre, condition qui, si elle est remplie, rend l'équilibre 
ferme, quel que soit l'ébranlement primitif, mais qui, si elle ne 
Test pas, fait dépendre la stabilité de l'équilibre de la nature de 
cet ébranlement. 

Si, par exemple, l'ébranlement primitif est tel que le centre 
de gravité du fluide coïncide avec celui du noyau qu'il recouvre, 
et n'ait aucun mouvement par rapport à lui dans le premier ins- 
tant, alors 1 ' et (";7t— ) seront nuls au premier instant, puisque 

cette coïncidence ne dépend que de la valeur de 1 's comme on 
Ta vu dans le n° 31 du troisième livre; cette valeur sera donc 
nulle à tous les instants, et, par conséquent, le centre de gravité 
du fluide coïncidera toujours avec celui du noyau. Dans ce cas, 
la stabilité de l'équilibre dépend du signe de X,% et pour que 
cette quantité soit positive, il suffit que l'on ait p>|-. 

La valeur de y donne immédiatement celles de a et de v : en 
effet, l'équation 



(^)-r(^)v;-?--(^)v 



1 — (*', 
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donne 



d(i ) \d(t 



(^)==-v^--t^('-(nlii7)-(^ 

le signe des intégrales finies 2 se rapportant à toutes les va- 
leurs entières positives de i, en y comprenant la valeur 1= o; 
mais on a, par ce qui précède, 

3-y (21+1). pP ^ ~" i.{i+i).r\dr )' 



partant. 



ddu ^ y/i — f« 



S.^ 



j fddY^^\ 



dV ■ i.[i+\)A [ dfi 

d'où Ton tire 



u=G-^H.t—'L 



' 1.(1+1)./ 'y 



d^i 



G et H étant des fonctions arbitraires de [i et de "cs. On trouvera, 
de la même manière. 



v=jr-f-L.f-f-S .-7-7^ — T^ 



rfyt'V 



h 



K et L étant des fonctions de fi et de tir dépendantes des fonc- 
tions G et H: en effet, si dans l'équation 



J — ^'\ d(i '"[d'^)' 



on substitue, au lieu de j, a et w, leurs valeurs précédentes, on 
aura, en comparant séparément les termes multipliés par t, et 
ceux qui en sont indépendants , 



__ / (f.G\/T-^ \ _ /m 

^~\ d(l ) [dis)' 

/d.H\fT^'\ (dL\ 
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en sorte qu'en vertu des valeurs u = G'^H.t, v 



-K-\-L.t, la 

surface du fluide resterait toujours sphérique. Pour concevoir les 
mouvements du fluide, dans celle hypothèse, imaginons quil ait 
un très-petit mouvement de rotation de Tordre a autour de Taxe 
du sphéroïde; la figure sphérique du fluide n en sera altérée que 
d'une quantité très-petite du second ordre puisque la force cen- 
trifuge ne sera que de Tordre a* : dans ce cas, on aura u=o et 
v = (jt. y/i — (x% (j étant un coefiicicnt indépendant de |x et de t9 : 
mais on peut concevoir le fluide tournant autour de tout autre 
axe, et, de plus, ces mouvements étant supposés fort petits, le 
fluide tau en vertu d'un nombre quelconque de mouvements 
semblables, conservera toujours, aux quantités près du second 
ordre, sa figure sphérique. Tous ces mouvements sont compris 
dans les formules 



u 



G-hH.t, i' = iL-t-L./, 



G^ Uy Ky L étant des fonctions de |x et de "cs, qui ont entre elles 
les relations précédentes. Ces mouvements ne nuisent point à la 
stabilité de l'équilibre : d'ailleurs, ils doivent être bientôt anéan- 
tis par les frottements et les résistances de tout genre que le 
fluide éprouve. 

3. Considérons présentement le cas de la nature dans lequel 
le sphéroïde qui recouvre la mer a un mouvement de rotation. 
L'équation (i) du n° 1 se transforme dans celle-ci. 



y 



__ /c/.yuy/i- 



d(i 



H^ï 



w 



L'équation (2) du même numéro donne les deux suivantes : 



ddu 
IF 



— 271. 



dv 






ddv \ /du 



/Uav 
[iP 



} 



yj~^' 



9-{è) 



i-fi^ 



+ 



d} 
..d 



[B] 



la 



i-(i' 
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L'intégration générale de ces équations présente beaucoup de 
difficultés : nous nous bornerons ici à un cas fort étendu, celui 
dans lequel y est une fonction de fjt sans 'cy, et nous ferons 

j=z:a.cos. (ifH-5t[y-f-e) , 
u= h . COS. [it-hs^-^e) , 
v = c . sin. (if-f-^'cy-he) , 

y =a .COS. (û-f-5'cy-f-e) , 

a, b, c, a étant des fonctions rationnelles de |x et de \/i — fi*, 
et s étant un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les 
équations [A) et (B) , nous aurons 

i\ i -h 2 71 ic . jx . yT — fi' = — ^. (^ j.y^ 1 — fjt% 

2nib.f1 gsa^ 



i*.cH- 



V~ 



»-!«' 



Ces deux dernières équations donnent 



b 



, da'\ , ,v a/tfifi , 



En substituant ces valeurs de 6 et de c dans la première, et fai 
sant, pour abréger, 

y 

TOME II. 27 



210 MECANIQUE CELESTE. 

on aura 

(2/15 , (da!\ f J 

( -i-7-'"-U)-''-'-^)i | 

M f / • Ci • I j > 

•' ( af« ) 

Nous observerons ici que si — r- . jxa — I -r- J . (i— (Xfjt) est divisible 

par i* — àn*(i\ le second membre de cette équation n aura point à 
son dénominateur la fonction i^—^n*(i\ 

L'équation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le 
numéro précédent sur le cas de n=-.o, et de y égal à une cons- 
tante /; car alors on a z= -:;, ce qui change cette équation dans 
la suivante, 



■|<'-'-'(^)! s:. 



Supposons que a.cos.[itH-s^) satisfasse, pour Y^f\k l'équation 
aux différences partielles, 

la partie de a .cos. [it-\-s^), due à l'attraction d'une couche 
aqueuse dont le rayon intérieur est i , et le rayon extérieur est 

1+aj, sera, par le numéro précédent, — . .. . — .a. cos. [ît+s^), 
ou — 7—27^ — r — . COS. ( it-+- s^) , à cause de g = j it.p. En suppo- 
sant donc nulle la partie de a correspondante à l'action des 
astre? , on aura 

3 
a ==r ( 1 — - — - — ; — } .a; 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE QUATRIÈME. 211 

or Téquation aux dilFérences partielles en l '^ donne 




Téquation (5) donnera donc 

Les nombres s et féienit arbitraires, il est clair que l'on aura la 
partie de y qui est indépendante de l'action des astres , en réu- 
nissant toutes les valeurs de a.cos. [it-h-s^] correspondantes aux 
diverses valeurs que l'on peut donner à ces nombres. 

Pour avoir la partie de y qui dépend de l'action des astres , 
nommons e. cas. [it -h s^) un terme de l'expression de V relatif 
à cette action, et tel qu'il satisfasse, pour Y'J'\ à l'équation précé- 
dente aux différences partielles en Y^-f^; on aura alors 



a =a. l 



e 



(2/+0-P. 



l'équation (5) donnera donc 



i\a==lgj.{f-^i).(^i—j^j^^ 



et, par conséquent, 



„^ /■(/+')•'« 



7(/-.).(.-i^)-'-' 

On aura ainsi la partie de y qui dépend de l'action des astres , et 
il est aisé de voir que ces résultats coïncident avec ceux du nu- 
méro précédent- 

4. L'intégration de l'équation ( 4 ) , dans le cas général où n 
n'est pas nul et où la mer a une profondeur variable , surpasse 
les forces de l'analyse; mais, pour déterminer les oscillations de 



37. 
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rOcéan, il n'est pas nécessaire de l'intégrer généralement; il suffit 
d'y satisfaire : car il est clair que la partie des oscillations qui 
dépend de l'état primitif de la mer a dû bientôt disparaître par 
les résistances de tout genre que les eaux de la mer éprouvent 
dans leurs mouvements, en sorte que sans l'action du soleil et de 
la lune, la mer serait depuis longtemps parvenue à un état per- 
manent d'équilibre : l'action de ces deux astres l'en écarte sans 
cesse, et il nous suffit de connaître les oscillations qui en dé- 
pendent. 

r étant la distance, au centre de la terre, d'un astre L, la partie 
de a F' relative à son action sur une molécule fluide, et dévelop- 
pée suivant les puissances de -, sera, par le n® 1, en négligeant 
les quatrièmes puissances, 

7 . 1 [ cos.ô. sin.v H- sin.ô. cos- v. cos. ( /if H-'cr — \f/ ) ]* — y | ; 



2r 
où 



-j-j' {sin\v — Y.cos*.vj . |i-f~3.cos.2Ô} 

3L 
H — . sin.0. cos.ô. sin.v. cos. v. cos. [nt-h'cs — \|/ ) 

3L 
-+--T— ^.sin*.©. cos*.v. C0S.2 (/if-t-^cr — \f/). 

Les quantités r, v et \|/ variant avec une grande lenteur, par rap- 
port au mouvement de rotation de la terre, les trois termes pré- 
cédents donnent lieu à trois espèces différentes d'oscillations. Les 
périodes des oscillations de la première espèce sont fort longues: 
elles sont indépendantes du mouvement de rotation de la terre, 
et ne dépendent que du mouvement de l'astre L dans son orbite. 
Les périodes des oscillations de la seconde espèce dépendent prin- 
cipalement du mouvement de rotation n f de la terre : elles sont 
d'un jour à peu près. Enfin, les périodes des oscillations de la 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE QUATRIÈME. 213 

troisième espèce dépendent principalement de l'angle ^nt : elles 
sont d'environ un demi-jour. L'équation (4) du numéro précé- 
dent étant différentielle linéaire, il en résulte que ces trois espèces 
d^osciliations se mêlent sans se confondre; nous pouvons donc 
les considérer séparément. 

Des oscillations de la première espèce. 

5- Nous supposerons, dans ces recherches, que le sphéroïde 
recouvert par la mer est un ellipsoïde de révolution , ce qui est 
rhypothèse la plus naturelle et la plus simple que l'on puisse 
adopter. Dans ce cas, l'expression y de la profondeur de la mer 
est de la forme /,(i — ^(x*), et l'on a 

Reprenons féquation (d) du n° 3. Les oscillations de la première 
espèce ne dépendant point de l'angle "&, on doit faire 5 = dans 
cette équation. Supposons que l'on ait 

pw^ pw^ gtç^ étant des fonctions de |x*, qui satisfont, quel que 
soitf, à l'équation aux différences partielles, 

La partie de a relative à y et à l'action de la couche aqueuse dont 
le rayon intérieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i-4-ay, 
sera, par ce qui précède , 

(-f)>-'-('-^)-^'"-(-~)-^'-' -('-(âtIi)^)-'^"- 

La partie de a relative à l'action des astres ne produit que des 
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quantités de la forme P^*^; car la fonction n-3.cos.2Ô, qui la 
multiplie parle numéro précédent, est égale à 6.(|x' — y), et il est 
facile de voir que cette dernière fonction est de la forme P^*K 
Cela posé, si Ton substitue, au lieu de a et de à, leurs valeurs 
dans l'équation (4) du n° 3, et si Ton détermine les arbitraires 

de P"', P'^'j etc. de manière que la fonction (j-)(i — f^f^) soit 

divisible par i* — ^n*ii\ ce qui donne une équation de condition 
entre ces arbitraires; alors la puissance de |x% la plus élevée dans 
chaque membre de cette équation, sera |x*^, et, en comparant les 
coeflScients des diverses puissances de fi*, on aura^H-i équations de 
condition qui, réunies à la précédente, formeront/-!- 2 équations 
de condition. Mais les arbitraires de la fonction P^'^+P^*'+P^*'-h etc. 
sont au nombre /+i; en y joignant l'indéterminée q, on aura^+a 
indéterminées qui pourront satisfaire à ces équations de condi- 
tion; on pourra donc ainsi satisfaire à l'équation (4), pour une 
loi déterminée de la profondeur de la mer. On aura cette loi, en 
observant que si l'on désigne par Q. fi'^ le terme de a, le plus élevé 

en fjL, le coefficient de fi^^"^' dans la fonction — (t")!^ — M'f^)» 
divisée par /* — 4/i*|x*, sera 



-f'U 



3 ) _Q_. 



d où il suit que le coefficient de fi*A dans le second membre de 
l'équation (4) sera 

En l'égalant au coefficient Q de fi*^ dans le premier membre, on 
aura 

2 11^ 
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En supposant donc la profondeur de la mer égale à / moins le 
produit de /(x* par cette valeur de q, on aura, par l'analyse pré- 
cédente, les oscillations de la première espèce. 

— est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à Té- 

quateur, rapport égal à yfj. En prenant pour / un assez grand 
nombre, tel que douze ou quatorze , le coefficient de (x* sera assez 
petit pour pouvoir être négligé, et alors la profondeur de la mer 
sera à très-peu près constante; on aura donc ainsi, d'une ma- 
nière fort approchée, les oscillations de la mer, dans le cas où sa 
profondeur est partout la même. 

6. La valeur de c du n"" 3 est très-grande dans les oscillations 
de la première espèce, à cause du diviseur i, qui affecte plusieurs 
de ses termes. Si Ton développe la partie 

y-^^. {sin\v — -j.cos^.v.^i-h^.cos.s^) 

de l'action de la lune, qui produit les oscillations de la première 
espèce, en sinus et cosinus d'angles croissant proportionnelle- 
ment au temps; que l'on désigne par a/c.(i+3.cos.2 0).cos.(/f+/l) 
un terme quelconque de ce développement, k sera multiplié par 
la tangente de l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'écliptique, dans 
le terme où it sera le moyen mouvement des nœuds de l'orbite 
lunaire; mais, à raison de la petitesse de i, ce terme sera très- 
considérable, et le plus grand de tous ceux qui entrent dans l'ex- 
pression de c. 

Nous devons cependant faire ici une observation importante : 
les résistances que les eaux de la mer éprouvent doivent consi- 
dérablement diminuer les oscillations de cette espèce et leur lais- 
ser très-peu d'étendue. Pour le faire voir, supposons la résistance 
proportionnelle à la vitesse, et nommons ê le coefficient de cette 
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résistance. Les deux équations dans lesquelles se partage l'équa- 
tion (2) du n** 1 seront alors 

(ddv\ '^^'^'Vdt) p (dv\ S'Vd^) (-5^) 

car il est clair que la résistance doit ajouter aux deux premiers 
membres de ces équations les termes ^•(jr)^t^-(jr)' l'équa- 
tion (1) du n"" 1 subsistera toujours. 

Nous ne considérerons ici que les termes dépendants de Tangle 
ity dans lesquels le coefficient i est très-petit et beaucoup moindre 

que ê. Dans ce cas, {-jfr] ^* (■^Tr) peuvent être négligés par 

rapport à 6 . ( -7- J ^t ^ • ( jt ) » e* comme ces termes sont indépen- 
dants de l'angle tsy, la dernière des équations précédentes donnera 



et Tavant-dernière deviendra 



(du\ 
^^\dt) ^ (dv\ 
y/ri^ \dt) 



cette équation doit être combinée avec celle-ci, 

Si l'on néglige les quantités de l'ordre i, l'équation (/) donne 

°=î-(|)-(4r)- 
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OU 

gy—V'=0; 

partant, 

u= I . 

Cette valeur de u, substituée dans l'équation (/), donnera une 
valeur plus approchée de gy — F'; mais on peut s'en tenir à la 
première approximation. 

La partie de V relative à l'action de l'astre L est de la forme 

h. [i+3. cos.ad). COS. [it+A)j ou 6/c. (jx'— y).cos. (if+il) . Soit 
Q. (fi*— y). COS. [it+A)j la partie correspondante de y; la partie 
correspondante de F', due à l'action de la couche aqueuse dont 

le rayon intérieur étant i, le rayon extérieur est i-haj, sera 

3 
-r — .Q-((^' — -j). COS. [it-h A); l'équation gy — V'=o donnera 

*# • p 

donc 

° = ('-5^)-«-(C--t)-7(c--t). 

d'où l'on tire 



et par conséquent , 



«y 



■i'-^ï 



6ak.[tx' — ^).cos.{H-hA) 



•('-^) 



La somme de tous les termes a/c. cos. (i<-hi4), étant égale à 
-jr— p.{sin".v — Y-cos'.vj, la valeur entière de aj, relative aux oscil- 
lations de la première espèce, dues à l'action de l'astre L, sera 
donc 

L.\ sin*.v — Y • co^*- ^î • ( * +3- ^^s. 2 0) 

TOME II. 28 
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Cette valeur est celle qui aurait Heu si v et 5 étaient rigoureuse- 
ment constants , et si le fluide prenait à chaque instant la figure 

qui convient à Tétat d'équilibre; car \jt) et (-7-) étant nuls 

dans le cas de l'équilibre, les équations diflîérentielles en n et v 
se réduisent à celle-ci, o=^gy — V ; on peut donc, lorsque les 
variations de r et de v sont très-lentes, déterminer les oscillations 
de la première espèce, comme si le fluide se mettait à chaque 
instant en équilibre sous l'action de l'astre qui l'attire : Terreur 
est d'autant moindre, que l'astre se meut avec plus de lenteur; 
elle est par conséquent insensible pour le soleil. Elle peut être 
sensible pour la lune à cause de la rapidité de son mouvement 
dans son orbite; mais comme les oscillations de la première es- 
pèce sont très-petites par les observations, on pourra employer 
pour la lune elle-même la valeur précédente de ay. 

Quoique nous soyons parvenu à ces résultats dans la suppo- 
sition d'une résistance proportionnelle à la vitesse, il est clair 
qu'ils ont lieu quelle que soit la loi de la résistance. En général , 
on peut les adopter sans erreur sensible toutes le$ fois que le 
fluide, dérangé dans son état d'équilibre, reviendrait, en vertu 
de la résistance qu'il éprouve, à cet état, dans un temps moindre 
que celui d'une révolution de l'astre. 

Des oscillations de la seconde espèce. 

7. La partie de l'action de l'aslre L qui produit ces oscillations 
est, pur le n"* 4, égale à 

-— f .sin.v.cos. V. sin.0. cos.ô.cos. (/i/-+-tar — \|/), 

Le développement de cette louclion en sinus et cosinus d'anges 
propor tionnels au temps donne une suite de termes de la forme 
ak.(i.\/i — fjt*.cos. (eM-tsT — .1), i étant fort peu diflîérent de n, 
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demande qu'une seule équation de condition entre ces indéter- 
minées ; alors le second membre de l'équation (4) n'aura plus de 
dénominateur; car, en ne considérant, dans ce second membre, 
que les termes qui ont yi— fx7 pour diviseur, et supposant 
d=F\L.\J\ — (x% Fêtant une fonction rationnelle et entière de jx*; 
les trois parties de ce second membre deviennent 

in \ gz.fi^F an fin \ gz.i*^F [i^ -lin*fJL*).gz.(iF ^ 

OU gz.(i.F. \/i — jx'; d'où il suit que ce second membre n'a point 
\/i — (X* au dénominateur. En substituant donc, dans cette équa- 
tion, pour a et a leurs valeurs, et en la divisant par (x.\/i — (x% 
la comparaison des puissances semblables de (x donnera ^ équa- 
tions de condition qui, réunies à la précédente, formeronty-hi 
équations de condition à satisfaire; mais le nombre des indéter- 
minées, en y comprenant (], estf-hi ; on aura donc autant d'in- 
déterminées que d'équations. 

Pour avoir la valeur de q, désignons par Q.fû^~\^i — (x* le 
terme de l'expression de a le plus élevé en (i; le terme semblable 
de l'expression de a sera 



Q-(— (îT^tt)-''""'-^'-'''- 



ce qui donne 



-^•(^/•+/+7)-Q-(-SFÔ7)-c'^-V-c-. 

pour le terme semblable du second membre de l'équation (4) : en 
l'égalant au terme correspondant de a, on aura 



2 W* 



'^■(-(V^)-('>'^^^t)' 
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ainsi la profondeur de la mer étant supposée égale à 



/ 



2 n*.(i* 



•('-P7Ii)7)-{^^-^^-^t)' 



on pourra déterminer, par Tanalyse précédente, les oscillations 
de la seconde espèce. 

Cette loi de profondeur dépend de la valeur de i, et par consé- 
quent elle n'est pas la même pour tous les termes dans lesquels 
Taction de Tastre peut se développer; cependant cette identité est 
indispensable pour qu une loi de profondeur puisse être admise. 
Mais on doit observer que i étant peu différent de n, on peut 

supposer ici - =i, et alors la loi précédente de profondeur de 

la mer devient indépendante de i; elle est même à très-peu près 
égale à celle que nous avons trouvée dans le numéro précédent 
pour les oscillations de la première espèce, si ^ est assez grand 

pour que Ton puisse négliger - vis-à-vis de ^f*-hf- 

8. La considération de i, à fort peu près égal à n, nous con- 
duit à une expression de a très-simple et fort remarquable, en ce 
quelle donne l'explication d'un des principaux phénomènes des 
marées. Si l'on fait 1 = 71, on a 

Supposons maintenant, dans l'équation (4) du n"" 3, 5=1, i=±n 
et a = Q(i. Y^i — (1% Q étant un coefficient indépendant de fi; on 
aura, par ce qui précède. 



^='''-j-p 



|. Q {.tt.v/l — a*: 
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ce qui donne 

le second membre de l'équation (4) se réduit ainsi au terme 
— 2i2_. En égalant cette quantité au premier membre, ou à la 
valeur supposée pour a, on aura 

d'où l'on tire 



Q 



'^^(^-4)-"' 



La partie de ay correspondante au terme 

aA.sin.ô.cos.ô. COS. [it-h'us — ^4) 
sera donc 

2 /(7.$in.0.cos.9 , ,. j.. 
■^ 5-r .a/f.cos. (/f-htîy — A); 

mais la somme des termes ai. cos. (û-h« — il) est, par ce qui 
précède, le développement de la fonction 

3L 

— —. sin. V. COS. V. COS. [nt-h'us — \|/ ) ; 

on aura donc, pour la partie entière de aj relative aux oscilla- 
tions de la seconde espèce , 

fi f 

— r-./^. sin.ô.cos.ô. sin.v. cos.v. COS. (nfH-tîT — \|/) 



^5'7-(i-^)-"' 
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et cette valeur a lieu généralement, quel que soit (], c est-à-dire 
quelle que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le 
sphéroïde qu elle recouvre soit un ellipsoïde de révolution. 

La diflPérence des deux marées d'un même jour dépend des 
oscillations de la seconde espèce. En effet, lorsque l'astre L passe 
au méridien supérieur de la molécule, on a nt-h'TS — \|/ = o, et 
lorsqu'il passe au méridien inférieur, on a nf-htsr — \|/=2oo**; 
ainsi l'excès de la marée, dans le premier cas, sur la marée dans 
le second cas, est 

— -J-. /^.sin.Ô.cos.ô.sin.vcos.v 

Les observations faites dans nos ports nous montrent que cette 
différence est très-petite ; ce qui suppose /^ très-petit par rapport 

à — : cette supposition donne ainsi une explication fort simple 

de ce phénomène. Dans ce cas, le dénominateur de la fraction 
précédente est négatif, et si, comme les observations semblent 
l'indiquer, la marée supérieure l'emporte sur la marée inférieure, 
Iq est une quantité négative, et la mer est un peu plus profonde 
aux pôles qu'à l'équateur. Mais cette conséquence est subordon- 
née à rbypotbèse d'u» fluide répandu régulièrement $ur la sur- 
face d'un ellipsoïde de révolution , ce qui n'est point le cfiis de la 
nature. 

Si Ton substitue pour Q sa valeur dans l'expression de a\ on 
aura 



a 



1 



^.fi.yji—^û 
T" 3 \ • 
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Cette valeur substituée dans les expressions de 6 et de c du n° 3 
donne, en supposant s=i et i=n, 

— k 



b 



'^^•(i-^)-"'' 



k^ 



^91'y—^)—^'\'S/i—(^' 



d'où il suit que la partie de au relative aux oscillations de la 
seconde espèce est 

3L 

— —. sin. V. COS. V. cos. (nf-f-ts — y) 



^sv{'-i^)-^' 



et que là partie de av relative aux mêmes oscillations est 

3 L COS. 6 



• • 



sm.0 



. sin. Y. COS. V. COS. (nf -htsy — y^/) 



^^9-(i-^)-«' 



Des oscillations de la troisième espèce. 

9. La partie de l'action de l'astre L qui produit ces oscillations 
est, par le n* 4, égale à 

3Z/ 

-j-^. sin\6. cos*. V. cos. 2 (nt-4-tar — >|/), 

Le développement de cette fonction en cosinus d'angles crois- 
sant proportionnellement au temps donne une suite de termes 
delà forme ak. sïn\d. cos. [it -h 2^ — A), i étant peu di£PéreDt 
de 2 n. 
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Reprenons maintenant l'équation [^) du n° 3, en y supposant 
5 = 2, et 



z 



I*— 4w>' ' 



Supposons de plus que a soit exprimé par la suite, 

P"\ P^^\ etc. étant des fonctions rationnelles et entières de jx% 
telles qu'en désignant par Y^^-f^ la fonction (i — fi*).P^*^ '^ on ait 

( (1(1 ) 1— w* J \ J / 

La partie de a relative à l'action de la couche aqueuse dont le 
rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i-haj, sera, 
par ce qui précède, 

^iLiziî^i± p{o).^j_ p(»i_4_± p(*) I ' p(«/-«)| 

La partie de a relative à l'action de l'astre L est . (i — jx*) ; 

on aura donc 



'■=(>-c*)r . ' 



^ ; A 9pr \ (4/4-o.p/ ( 



5 



Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient 
chacune des fonctions P^"', P^*\ etc. soient telles que la fonc- 
tion --r-.iia — (t")- (1 — f^*) soit divisible par i' — 4/i*(x', ce qui 

ne demande qu'une seule équation de condition entre ces indé- 
terminées; alors le second membre de l'équation (4) n'aura plus 

TOML II. 29 
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de dénominateur: de plus il sera divisible par i — (x*, comme le 
premier; car, en supposant a---(i- fi').F, et ne considérant 
que les termes qui ne sont point divisibles par i — (x*, les trois 
parties de ce second membre deviennent 

ou 4. {i--(i*).(]zF; et par conséquent leur somme est divisible 
par 1 — (X*. En substituant, pour a et a', leurs valeurs précédentes 
dans l'équation (4), et en la divisant par i — (xS la comparaison 
des coefficients des puissances de (x donnera y équations qui, 
réunies à la précédente, formeront ^-r-i équations de condition 
à satisfaire : le nombre des indéterminées, en y comprenant q, 
est pareillement/-} -i; on aura donc autant d'indéterminées que 
d'équations. 

Pour avoir la valeur de (j, nommons Q.jx'^^* le terme le plus 
élevé en fi, de P^*^~^; le terme correspondant de a sera 

(-rt.,^-^-.Q.(.-(^)^); 

le terme correspondant du second membre de l'équation (4) sera 

en régalant au terme correspondant du premier membre, ou à 

Q. (i — (x*).(x*^~*, on aura 

'?•('- (ï^)-(^/'+/+t)' 

ainsi , en supposant la profondeur de la mer égale à 



/ 



i ;i 



in^fi. 



^•(-SFô:7)-(^^-'-/-'-t)' 
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on pourra déterminer, par l'analyse précédente, les «oscillations 
de la troisième espèce. Cette expression est différente pour les 
diverses valeurs dont i est susceptible; mais on doit observer 

que i étant à fort peu près égal à 2/1, on peut supposer — r- =1, 

et alors on a, pour la profondeur de la mer, la même expression 
que nous avons trouvée dans le n** 7, relativement aux oscillations 
de la seconde espèce; ce qui est nécessaire pour que cette loi de 
profondeur puisse être admise. On peut même faire coïncider 
cette profondeur avec celle que nous avons trouvée dans le n** 5 , 
relativement aux oscillations de la première espèce, en supposant 
f assez grand pour pouvoir négliger l'unité, eu égard à 2^*-+-/; 
mais nous avons observé, dans le n*' 6, que les résistances éprou- 
vées par la mer dans ses mouvements rendent les oscillations de 
la première espèce indépendantes de la loi de profondeur de la 
mer, en sorte qu'il suffit de considérer les lois de profondeur 
dans lesquelles on peut déterminer à la fois les oscillations de la 
seconde et de la troisième espèce. 

10. Nous avons remarqué, dans le n"" 8, que, pour satisfaire 
aux observations, il faut supposer la profondeur de la mer à fort 
peu près constante: nous allons déterminer, dans cette hypothèse, 
les oscillations de la troisième espèce. Nous supposerons de plus 
que r, \|/ et V varient avec assez de lenteur, par rapport aux va- 
riations de l'angle 2 7if, pour que l'on puisse les traiter comme 

constants. Nous négligerons encore la fraction -, qui exprime le 

rapport de la densité de la mer à la moyenne densité de la terre, 
rapport qui paraît assez petit, par les observations faites sur l'at- 
traction des montagnes. Cela posé, en faisant 

j=za. COS. (2 n/r- 2 tsy — '^'^j> 
on aura 

3L 

aa = (xa — -r— — . (1 — a'j.cos-. v: 
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Téquation (4) du n** 3 deviendra donc, en observant que 

On peut donner à cette équation une forme plus simple, en y 
faisant i — (x* = a;% et en supposant dx constant; on aura ainsi 

1/ ^\ (dda\ (da\ (, • 2n* ) 6L _, 

o=a;\(i— x*J.a.l-^-Yl— ^.a.l^l— 20&a. 4—^—1— .a;* H — ^.af.cos'.v. 

Pour satisfaire à cette équation , nous ferons 

Cette valeur substituée dans Féquation différentielle précédente, 
donnera d'abord, en comparant les coefficients de x\ 

i4^'^= -, — — cos^.v. 
kr'g 

La comparaison des coefficients de a;* donnera Téquation iden- 
tique o=o; enfin la comparaison des coefficients de a;'^"*'*,^ étant 
égal ou plus grand que l'unité, donnera 

o=it/-^ (2j._+.6/)— i^-'). (2/ -4-3/)-+- ^.A^. 

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de il^'V-^^*^ etc. 
lorsque A^^'^ et A^""^ seront connus. En la mettant sous cette forme, 



AU^_ 77 

A^ >4(/-^«) * 
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on en tirera 



an* 



Xa*» Ig 



^"^ ^/ + 3/-4^.(/«+3/) 



,.(/+i).+3.(/+i)-4^.i(/+i)*+3 (/+!)} 



9 



2.y+2)'+3(/f2)— etc. 



ce qui donne, en supposanty=i, 



i(«)=^ 



^'^'.i^^) 



Ig V t 



Ig V > 



2.3«+3.3--^.(3-+3.3) 



2. 4*+ 3. 4 — etc. 



71* 

On aura ainsi A^'^ au moyen de A^'^ : — est le rapport de la force 
centrifuge à la pesanteur sous Téquateur; ce rapport est y\t' ^^ 

• .1 . . .2 71* 2 71* r 2 71* - 

supposant donc successivement, j — =20, -, — =0, -r — =t> 

les profondeurs /, correspondantes de la mer, seront—^ — , ^, 

3^ p, le rayon terrestre étant pris pour unité. Cela posé, on 

trouvera, par Tanalyse précédente, que les valeurs correspon- 
dantes de a a sont 

il, 0000 -[-20,1862.0;* -H 10,1 i64.a:* 
— i3,io47.a:* — 1 5,4488. a;* — 7,456i.a:"| 
— 2,1970.3:** — 0,4001.0;** — 0,0687.0?"' 
— 0,0082.x" — 0,0008. o;*' — 0,0001. 
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/ 1,0000 -j-6, i960. x'H-3, 2474. a-^ j 
(xa= 7-^ — .^'. cos*.v. -f-o,72 38.x* -j- 0,091 9. a:*-f- 0,0076. ar'^J', 



(-1-0, 0004.^ 



IS 



3L , ,1 1,0000 -ho,75oA.x'-l-o, i566.x*i 
aa=-7-- — .a;*.cos*.v.{ ^ , ' ' 

ar'.jf (H-o,oi574.^"-l-o,ooo9.ar* 

11. Réunissons maintenant les diverses oscillations de la mer: 
celles de la première espèce sont, par le n"* 6, en négligeant la 
densité de la mer, eu égard à celle de la terre , 

-r-; — . [sin*.v — t-cos'.v j. (n-3.cos.20). 

On a vu que les oscillations de la seconde espèce sont nulles 
lorsque la profondeur de la mer est partout la même; enfin les 
oscillations de la troisième espèce sont exprimées par aa.cos. 
(2 7if-f-2'CT — 2\|/). La somme de ces oscillations est la valeur en- 
tière de aj; on aura donc 

(ty=y— — .}sin*.v— y. cos*.v |.(if3.cos.2 0)-rOta. COS. (2 Tif +2 tar— 2 \|/). 

Si l'on suppose que L est le soleil, que r exprime sa moyenne 
distance à la terre, et que mt exprime son moyen mouvement 
sidéral, on aura, par la théorie des forces centrales, 

3L 3n* m' 3 



4r\(/ l^g ' n^ 4.289.(366,26)** 

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que nous avons 
pris pour unité ; en la multipliant donc par le nombre de mètres 
que ce rayon renferme, on aura 

-y——- =o"'%i23i6; 
àr\g 

et il faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport 
de la moyenne distance du soleil à la terre, à sa distance actuelle. 
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Si Ton nomme e le rapport de la masse de la lune, divisée par 
le cube de sa moyenne distance à la terre , à la masse du soleil , 
divisée par le cube de sa moyenne distance, on aura pour la lune, 

3L 



^r\g 



e.o"%i23l6; 



et îl faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport 
de la moyenne distance de la lune à sa distance actuelk. 

Il suit de là que si l'on désigne par v' et \|/' la déclinaison et 
l'ascension droite de la lune, on aura, en vertu de son action 
réunie à celle du soleil, et lorsque la profondeur / de la mer est 

égale à 7^ . - , ou à yttô ^^ rayon terrestre , 

•7 
mu O i? ( l -H 3. COS. 2^ It*. I « , •«/! l'i 

ajrzo"*, i23i6.| r f . j smV V— ^ . cosV v+e.sm*.v — 7 e .cos'.v j 

1,0000 -f-30, 1 862.0:' \ 

i-+-io,ii64.JF* — i3,io47.ar* i 
_L«me . „ îl . ft )-i5.4488V - 7.i58.ur"( ^. ( COS'.V . COS.(2nf+2t!r-a^) 

— a.i975.x"— o.45oi.ar'M \-\-e.COS\y . COS. {2 nt+ 2^—2 f) 

' 0,0687.x" 0,008 2.x'* j 

— OjOOoS.x** — 0,0001.x'*/ 

Nous verrons ci-après que e=r 3 dans les moyennes distances du 
soleil et de la lune ; en supposant donc ces deux astres à ces dis- 
tances, et de plus en opposition, ou en conjonction dans le plan 
de Téquateur, la haute et la basse mer répondront au cas où 
l'angle 2/i(-f-2'CT — 2\|/ sera nul, ou égal à 200°: on trouve ainsi 
7"%34 pour la difl'érence de la haute à la basse mer sous l'équa- 
teur où x=i. Mais, par une singularité remarquable, la basse 
mer a lieu lorsque les deux astres sont dans le méridien , tandis 
que la haute mer arrive lorsqu'ils sont à l'horizon ; en sorte que 
rOcéan s'abaisse à l'équateur, sous l'astre qui l'attire. En avan- 
çant de l'équateur aux pôles, on trouve que vers le dix-huitième 
d^é de latitude tant boréale qu'australe, la différence de 1 
à la basse mer est nulle; d'où il suit que dans toute la k 
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prise entre les deux parallèles de dix-huit degrés, la basse mer a 
lieu, lors du passage des astres au méridien, et quau delà de ces 
parallèles la haute mer a lieu à ce même instant. 

Dans le cas de / égal à -j—^ . - , ou d*une profondeur de la mer, 

égale à ^ » on trouve 

ay=o°*%i 2816. '"^ '^^^'^ I . { sin*.v— Y.cos*.v4-«.sîn*.v'— Y^.cos'.v' j 

il ,0000 H- 6, 1 960 . X* \ 
H-3,»474x<-Ho,7»38.x' . j COS'.V.COS.(2nt+2«r-2|) ) 
-f- 0,091 9. x'-f- 0,0076. j:'»( (+e.COS*.V.COS.(2Wf+2t3'— 2>[/^j 

-+- o,ooo4 . J^" / 

et Ton aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, 1 i"*%o5 
pour la différence de la haute à la basse mer sous Téquateur: 
mais ici l'instant de la haute mer est partout celui du passage des 
astres au méridien. 

Enfin, dans le cas de / = -tV. -, ou d'une profondeur de la 

g ^ 

mer double de la précédente , on trouve 

aj=o™^*, 12816. '"^ '^^^'^ I . j sinVv— Y.cosVv+e.sinVv'—jC.cos'.v'j 

/ 1,0000 -Ho.75o4.xM ^ l C0S*.V.C0S.(2nf+2tar— 2>p) J 
,1 28 l6.<-+-o,i566.a:*-f-o,oi574.JîV*^ •] . , , / ^. i^P 

(-f- 0.0009. x- i (+e.COS\v .008. (2/l<+2t!r-2>|/ )\ 



+0 



mn 



et l'on aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, i™*',90 
pour la différence de la haute à la basse mer à l'équateur. 

Si l'on augmente la profondeur de la mer, la valeur de ay di- 
minue; mais cette diminution a une limite, et la valeur de aa se 

8L 
réduit bientôt à ; — .x\ cos*.v : on trouve alors, lorsque les deux 

astres sont en conjonction dans le plan de l'équateur, o"**',9852 8 
pour la différence de la haute à la basse mer à l'équateur; cette 
quantité est donc la limite de cette différence. 
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12. La limite que nous venons d'assigner répond au cas où la 
mer prend à chaque instant la figure d'équilibre qui convient aux 
forces qui l'animent. Dans cette hypothèse, la valeur de aj peut 
se déterminer fort simplement, quelles que soient la loi de pro- 
fondeur et la densité de la mer. En effet, elle revient à supposer, 
dans l'équation (2) du n° 1, que les mouvements de l'astre et de 
la rotation de la terre sont assez lents pour que l'on puisse négli- 
ger les quantités 



(ddu\ /da\ /ddv\ /dv\ 



et alors cette équation donne, en l'intégrant, 

•^ 9 

La partie de aV dépendante de l'action de l'astre L est, par le 
n"* 4, égale à 

y-y. jsin*.v — "l-.cos^.vj . (i-f-3 .COS. 2 0) 

3L 

— — . sin.v. cos.v. sin.0.cos.0. cos. [nt-\- 'cr — \|/ ) 

3L 

■7— ^.cos'.v.sin'.Ô.cos. [2nt-h 2t«y — 2\f/). 

Supposons que la partie correspondante de ay soit égale à cette 
quantité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant de 
la forme Y^^\ ou satisfaisant, pour Y^*\ à l'équation aux différences 
partielles , 



„ = i ill:z:!!irf. K tel 



6 yw- 

a(i ) ^ — 1^1^ 

la partie de a F' correspondante à Tactioade la couche fluide dont 

TOME II. 30 
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le rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i-f-ay, 

àv 3 

sera, parle n"* 2, -f".ï^^*\ ou t-.^.I^^'^; Téquatîon a5r)'=aF' don- 
nera donc 

aj=:= 7 5"^. {sin*.v — y-^os'.vj. (i-f-3.cos.2 0) 

4r^ ' "^ ^ 



W^) 



r 



3L 

-5-r- . sin.v. cos.v. sin.0. cos.0. cos. (nf-t-tar — \f/) 



■-(-À) 



4r 



3L 

-^-r- .COS'.V.sin*.0. COS. (27l(-t-2t«T — ^'^)' 



•*•('- Â) 



Dans rhypothèse que nous considérons , si le soleil et la lune sont 
en conjonction avec la même déclinaison , alors Texcès de la haute 
mer relative à midi , sur la basse mer qui la suit , sera 

-^ .[i-h-e). sin*. d. cos*. V. { i -h 2 . tang. v. cot. \ , 



■-(-^) 



2r 



et l'excès de la haute mer relative à minuit, sur la même basse 
mer, sera, à très-peu près, 

y-r. (i-f-e). sin'.Ô. cos'. V. j 1 — 2. tang. v. cot.0j. 



2r 



o-{'--k) 



Ces deux excès seraient donc entre eux dans le rapport de 
i-t-2. tang. V. cot.0 à i — 2. tang. v. cot. 0; ainsi, pour Brest où 
01= 46^*2 6' à peu près, si les deux astres ont 2 3"* de déclinaison 
boréale, ces deux excès seraient dans le rapport de 1,7 9 53 à 
0,2047 ; c'est-à-dire que le premier serait environ huit fois plus 
grand que le second. Suivant les observations, ces deux ^cès 
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sont peu difFérents l'un de Tautre ; Thypothèse dont il s'agit est 
donc fort éloignée de représenter sur ce point les observations, 
et Ton voit quil est indispensable, dans la théorie du flux et du 
reflux de la mer, d'avoir égard au mouvement de rotation de la 
terre et à celui des astres attirants. 



30. 
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CHAPITRE II. 



DE LA STABILITÉ DE L'EQUILIBRE DES MERS. 



13. Nous avons observé, dans le n"* 2, que si, la terre n'ayant 
point de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est 
constante, l'équilibre est stable toutes les fois que la densité 
moyenne de la terre surpasse celle de la mer : nous allons géné- 
raliser ce théorème, et faire voir qu'il a lieu quels que soient la 
loi de profondeur de la mer, et le mouvement de rotation de la 
terre. 

Reprenons les équations générales du mouvement de la mer, 
données dans le n"* 36 du premier livre. 



(^)-,„,VT=iI^(^)=j.(^^).V/Iiqi^, (6) 

('-''■)-(^)-^^"'^V^=f^-(^)=-S-(^)i (7) 

ces équations étant relatives à une molécule quelconque de l'inté- 
rieur ou de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées 
d-hau, "cs-h-av et r-h-as; r-j-as étant lé rayon mené du centre 
de gravité de la terre, à la molécule, et g y étant égal à g y — V. 
Si l'on intègre l'équation (5) depuis la surface du sphéroïde 
recouvert par la mer, jusqu'à celle de la mer, on aura 

A._.,,=/....j(^:^)-(£)j. 






^v M> V • .-. V. 
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r et s étant relatifs à la surface de la mer, et r et 5^ se rapportant 
à la surface du sphéroïde. En représentant par y la profondeur 
très-petite de la mer, on aura r =r-hy; ce qui donne 

et par conséquent, le rayon moyen de la terre étant pris pour 
unité, on aura, à très-peu près. 



— 1 

I I 

or on a 



u 1 1 ' 



u et V étant relatifs à la surface de la mer; on a pareillement 
u et V étant relatifs à la surface du sphéroïde; on a donc 
partant, on aura, à très-peu près. 

Cette équation n'est pas restreinte, comme l'équation (1) du n° 1, 
à la condition que h et r soient les mêmes pour toutes les molé- 
cules situées sur le même rayon : il est facile de voir qu'en rem- 
plissant cette condition ces deux équations coïncident. 

Maintenant si l'on ajoute l'équation (6) multipliée par 
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dr.dii.d'U^.{^y à l'équation {7) multipliée par rfr. d^. eit,^. ( J) , 

on aura, en l'intégrant, 

///....M-J(^).(^)-h(^).(^).(.-.-) 

=f//ar. i,. i.\s. (I) . (^) . VA=?- j. (^) . (^) j. (9) 

Pour étendre les intégrales à la masse entière du fluide, il faut 
les prendre depuis r=r^ jusqu'à r=r, depuis (x= — i jusqu'à 
jx=i , et depuis t«y=o jusqu'à t«y=2 ir. En intégrant par rapport 
à (jt, et en observant que y est indépendant de r, on aura 

//*-'''*-(ï)-(|)Vï=^ 



.djx+const. 



Aux deux extrémités de l'intégrale, où (i= — i et (x=:i, on a 

/• (^) • V/i— f** = o ; donc 

o = /y. i'iTj-dr. y/i — (X* H- constante ; 



et par conséquent. 



//..^.(-).(|).v^.=-/y. 1^:^(1)^, 



• dft; 



or on a 



d'f{^ydr.\/i—ii^ /<'.j(^)Vi— f** 



fifft 



f^'' P^-^ 



r^)-r^)-v^-(^)(^)-v/^- 
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partant, 

fffdr. d(i. d'à. (^) . (^ . Vi— ft* 



fdr. ' 



m^)-^^-m%)-^\ 






r ^ 
cte+const. 



Pareillement, si Ion intègre relativement à ^, on a 

Aux deux extrémités de l'intégrale, où tsT=o et tsT^air, la va- 
leur dey.|-7--| est la même, puisqu'elle se rapporte à la même 
molécule; on a donc 



partant 



/y. ( -17 ) • dr-h constante = o ; 



.i^; 



or on a 



donc 



^^\dt)'^^ \_., ( ddv \ (dv\ (dr\_(dv\ (dr\ 
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et par conséquent 



;i)(^vr::,^-(|).(f).v/r=^-(^).(^j 



=ff9y^d{L.d^. 



Le second membre de cette équation se réduit, en vertu de l'é- 
quation (8), au terme — //^y.(-T^J.rf(x.JtsT; l'équation (9) devient 



donc 



= —ffd^' ^'CT • 9 -y- (^) • (1 ^) 

Nous ferons abstraction ici de l'action des astres, pour ne con- 
sidérer que l'action mutuelle des molécules de la mer, et du 
sphéroïde terrestre. La valeur de V est alors due à l'attraction 
d'une couche aqueuse dont le rayon intérieur étant r, le rayon 
extérieur est r-h a j, r étant à très-peu près égal à l'unité. On a 
vu, dans le n° 2, que y étant supposé égal à 

y (0) ^ y (0 ^_ y («) ^ y («) ^ y (*) _^ etc. 
on a 

r= ^. j r*)^-!. yîo -4-|. Y^'' H-|. r^^ -4- etc.| ; 
or on a généralement 
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lorsque i et i' sont des nombres différents ; on a donc 






Par le n° 2, on a 1 *°=o; l'équation (lo) devient donc, en l'in- 
tégrant par rapport au temps t, 

M étant une constante arbitraire. Il est facile de voir que le pre- 
mier membre de cette équation exprime, à très-peu près, la force 
vive de la masse fluide, en ne considérant que la vitesse relative 
de ses molécules sur le sphéroïde terrestre. 

M est une constante indépendante du temps t, et qui dépend 
de Tétat initial du mouvement de la mer : elle est très-petite 
lorsque Ton suppose l'ébranlement primitif peu considérable. 

Si p est plus grand que l'unité, la fonction 

-g.ffd^.d^!^[x- i). 1 ■^-i-(i- ^).y«'-.-etc. 

sera constamment négative; elle sera moindre que Af, puisque 
le premier membre de l'équation précédente est nécessairement 
positif; 7'*^ T^'-, etc. ne doivent donc point contenir d'expo- 
nentielles croissantes, ni d'arcs de cercle; d'où il suit que l'^^iii- 
lihre de la mer est stable, si sa densité est moindre que la densité 
moyenne de la terre. 

1 4. Si la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la 
terre, sa figure cesse d'être stable dans un grand nombre de cas. 

TOME II. 31 
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On a vu, dans le n"" 2, que la terre n'ayant point de mouvement 
de rotation, et la profondeur de la mer étant constante, on peut, 
si p est moindre que Tunîté, ébranler ce fluide de manière que 
l'équation de sa surface renferme le temps sous la forme d'expo- 
nentielles croissantes; ce qui est contraire à la stabilité de l'équi- 
libre : la même chose a généralement lieu dans le cas où la terre 
ayant un mouvement de rotation, le sphéroïde que recouvre la 
mer est un solide de révolution , quelle que soit d'ailleurs la loi 
de la profondeur de la mer. 

Reprenons l'équation (i i) dans laquelle nous supposerons que 
les valeurs de u et de î; sont à très-peu près les mêmes pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon. Supposons qu'à l'origine 

du mouvement on ait eu y=h^, |^J = o, (^J = o, (-7-j=o. 

Le fluide, abandonné ensuite à sa pesanteur et à l'attraction de 
ses molécules, a dû prendre un mouvement composé d'une infi- 
nité d'oscillations simples telles, que l'on a, par leur réunion, 

y=a. cos* ( /f H-s) H- a,, cos. {i\t-\- e») -f- a,, cos. [Ij-^ e.) H- etc. 

a, a^, a,, etc. étant des fonctions de (x. Les constantes i, r,, /,, etc. 
e, e,, e,, etc. doivent être telles qu'à l'origine du mouvement où 
f=o, on ait eu, 

a. COS. e-f-a,. cos. e,~+-a,.cos. e,-+- etc. = A(jt, 
ai.sin. e-Ka,!, .sin.e,-i-a,i,. sin. e»H-etc. = o. 

Les valeurs correspondantes de i -r-J et de (^| sont, par le n** 3, 
de la forme 

— 16. sin. (û-f s) — /i6, .sin. [ij-he,) — etc. 
ic. COS. (« f-t- e) -t- i,c, . COS. (/, f H- e,) -f- etc. 

et elles doivent se réduire à rjéro lorsque (= o. Cela posé, si l'cm 
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on a donc, en rassemblant toutes les équations semblables à cette 
dernière équation , 

^^^^2.,•^ic^(.-^«)-6«|=.-<yJ/^.2.j(I-i).P(0'+(,_A).^ 

Si Ton retranche cette équation de l'équation (i3), on aura 

ffy.dii.d^.ll.i'b'=M. 

A l'origine du mouvement, on a, parla supposition, j= y '^= A|x; 
-i-j =o, (-TT-j =o; Téquation (i i) donne ainsi 

partant, 

ffy. dyL. (hs.\i' 6' -t- C 6,' -+- etc. j = \% g. ( i— -|. h'. 

Si p est moindre que l'unité, ou, ce qui revient au même, si la 
densité de la mer surpasse la moyenne densité de la terre, le se- 
cond membre de cette équation est négatif; le premier membre 
est donc pareillement négatif, ce qui est impossible, tant que 
'S h\ it\ etc. sont positifs : ainsi, dans ce cas, quelqu'une de ces 
quantités est négative, et par conséquent l'expression de j ren- 
ferme des exponentielles, et l'équilibre n'est point stable. 
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q^Boa^ 



CHAPITRE III. 

DE LA MANIÈRE D'AVOIR ÉGARD, DANS LA THEORIE DU FLUX ET DU REFLUX 
DE LA MER, AUX DIVERSES CIRCONSTANCES QUI, DANS CHAQUE PORT, 
INFLUENT SUR LES MARÉES. 



15. Nous avons supposé, dans le premier chapitre, que la 
terre est un solide de révolution, et nous avons déterminé, dans 
cette hypothèse, les oscillations de la mer : rapprochons-nous de 
la nature en donnant à la terre une figure quelconque. Dans ce 
cas, les inégalités de la première espèce seront, en vertu des 
résistances que la mer éprouve, les mêmes que nous avons dé- 
terminées dans le n** 7. Relativement aux inégalités de la seconde 
et de la troisième espèce, la valeur de j sera formée d'une suite 
de sinus et de cosinus d'angles proportionnels au temps t, et, 
en nommant it un de ces angles, on aura 

y= F. COS. i f H- G . sin. it, 

gy — V'=. F'. COS. i M- G', sin. it, 

u=^H. COS. it-^K. sin.it, 

v=:P. COS. it ^- Q . sin. i t. 

Ces valeurs substituées dans les équations [A) et [B] du n** 3 don- 
neront les six équations suivantes, en comparant les coefiicients 
des sinus et des cosinus de it, 

i\ H -h 2 ni. (X. \/i — ^. Q= — l-j — J.y^i — (x-, 

d — )• V^ — f^*> 
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( 1 — ft') . i\ P— 2 n i. (i. v/i— fJt*. K= (■^^\ , 

(df"\ 
1 )' 

-\ dy. } \df, y 

_ { d.yK.yfr^^ \ _ / d.rQ \ 

-\ dti ) \d^ y 



11 est facile d'en conclure, 



H 



K 



an (dG'\ 
(dF'\ I i '^'\d^ ) 

an /dF'\ 
(dG'\ I -. I '^'\drB } 



I'— 4nV 
(dF'\ an , ,. (dG'\ 

{i-|u«).(i'-iinV) ' 

(dG'\ 211 f ,. fdF'\ 

^~ (i-f*').(i'-4nV) 

ce qui donne 

, .> fddF'\ (ddF'\ 

i* — ^n*fi* (i— |!«').(i'— 4nV) 

'\i*-hn*(^'l ] (dF'\ \dm)'\dm J 

dt. )'W) (i-|^')-(''-AnV') 

i '^'\dmj (dG'\ an f •l.i'-AnV'j ) (dG' \ 
i^-kn^Vi* '[dii )~' l'i dii y\d«)' 
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En changeant, dans cette équation, F en G, F' en G' et récipro- 

quemefît, et en changeant le signe des termes multipliés par ~t-, 

on aura une nouvelle équation entre G, G\ F', qui, combinée 
avec celle-ci, déterminera F et G. 

On peut, au moyen de ces équations, déterminer généralement 
la loi de la profondeur de la mer, qui rend les oscillations de la 
seconde espèce nulles pour tons les lieux de îa terre. En effet, 
relativement à ces oscillations, i étant très-peu différent de /i, 
on peut supposer i=:n dans les équations précédentes. De plus, 
F et G étant nuls par la supposition , les valeurs de F' et de G' 

sont, par le n** 7, M. (x. \/i — (x*. cos. ^, et — M. f*. \/i — (x'. sin. ttî, 
M étant une fonction de t indépendante de (x et de tar. En subs- 
tituant ces valeurs dans Téquation précédente entre F, F' et G, 
on trouvera 



"''•{Z)-^ 



COS. tar. I -~- ) . y 1 — (x* -h 



Téquation entre G, G' et F' donnera 



^•(è)'*^°-'='. 



V/T^ 



sin 






d'où l'on tire |^j=i:o, (^j = o, et par conséquent y égal à 

une constante. Les oscillations de la seconde espèce ne peuvent 
donc disparaître pour toute la terre que dans le seul cas où la 
profondeur de la mer est constante. 

Si les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute 
la terre, F et G sont nuls relativement à ces oscillations, et l'on 
a, par le n* 9, 

F==.?V. (i — fA*).cos.:i«, G'=: — N.(i — fA").sin. 2«; 
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N étant une fonction de t indépendante de (x et de «. On peut 
de plus supposer, à très-peu près, {=2n; cela posé^ Téquation 
entre F, F' et G donnera 



2 y. COS. 2'or 

0= — ; h(X 



/dy\ (^+^(ïE)-^i°;^ 

.^^j.cos.Q^^ rfr^ï ' 



l'équation entre G, G' et F' donnera 



3 y. sin. 2 «r 

0=: — i ; 

1—fl' 



(dy\ . {^ + f*')-(èV^«^ 



d'où Ton lire |-pj=:o, et 



o== '■" 



l — (l- 



-m- 



(]etle dernière équation donne, en l'intégrant, 

.4 étant une constante arbitraire. Suivant cette valeur de y, la 
profondeur de la mer serait infinie lorsque (x = o, ou à Téqua- 
teur, ce qui ne peut pas être admis; il n'y a donc aucune loi ad- 
missible de profondeur de la mer qui puisse rendre nulles, pour 
toute la terre, les oscillations de la troisième espèce. 

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de la terre, 
relativement au mouvement angulaire du soleil et de la lune, 
permettant de supposer i=n dans les oscillations de la seconde 
espèce, et i=^in dans les oscillations de la troisième espèce, il 
est facile de conclure de l'analyse précédente et des n*" 6, 8 et 9, 
que si l'on marque d'un trait, pour la lune, les quantités L, v, 
\|/ et r, que nous supposerons se rapporter au soleil, l'élévation aj, 
d'une molécule de la surface de la mer au-dessus de la surface 
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d'équilibre qui aurait lieu sans Vaction de ces deux astres, est à 
fort peu près de la forme 

(1+3.COS. afl) (L , o • , \ ^' / Q • , '\) 



s.(-^) 



. — -(i — S.sin*. v) H — 77. (1 — 3.sin*. v') 



(L L' , / ) 

+ B.j— .cos\ V. COS. 2 (nf+tar— \|/ — X)+ -77.COS'. v'. cos. 2 (nf+tar— >//— X)L 

A, B, ê et X étant des fonctions de |x et de tar dépendantes de la 
loi de la profondeur de la mer. La généralité de cette forme em- 
brasse un grand nombre de variétés des phénomènes des marées , 
qui peuvent avoir lieu dans les différents ports. Lorsque la terre 
est un solide de révolution, il résulte des n**' 7 et 9 que l'instant 
du maximum ou du minimum des oscillations de la seconde et de 
la troisième espèce est le même que celui du passage de fastre 
qui les produit au méridien; mais on voit, par la formule pré- 
cédente, que dans le cas général d'une profondeur quelconque, 
ces instants peuvent être fort différents, et les heures des marées 
peuvent être très-variables d'un port à l'autre, conformément à 
ce que Ton observe. 

Dans plusieurs ports, les oscillations de la seconde espèce 
peuvent être insensibles, tandis que dans d'autres ports on ne 
remarquera point les oscillations de la troisième espèce. Mais 
suivant la formule précédente, les maxima ou minima de ces os- 
cillations suivraient d'un même intervalle les passages de leurs 
astres respectifs au méridien, puisque les quantités ê et X sont 
les mêmes relativement à chacun des deux astres; or nous ver- 
rons, dans la suite, que ce résultat est contraire aux observations; 
ainsi, quelque étendue que soit la formule précédente, elle ne 
satisfait pas encore à tous les phénomènes observés. L'irrégularité 

TOME II. 32 
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de la profondeur de l'Océan , la manière dont il est répandu sur 
la terre, la position et la pente des rivages, leurs rapports avec 
les côtes qui les avoisinent, les courants, les résistances que les 
eaux éprouvent, toutes ces causes qu'il est impossible de sou- 
mettre au calcul , modifient les oscillations de cette grande masse 
fluide. Nous ne pouvons donc qu'analyser les phénomènes géné- 
raux qui doivent résulter des attractions du soleil et de la lune, 
et tirer des observations les données dont la connaissance est 
indispensable pour compléter, dans chaque port, la théorie du 
flux et du reflux de la mer, et qui sont autant d'arbitraires dé- 
pendantes de l'étendue de la mer, de sa profondeur, et des cir- 
constances locales du port. 

16. Envisageons sous ce point de vue général la théorie des 
oscillations de l'Océan, et sa correspondance avec les observations. 
On peut considérer la mer comme un système d'une infinité de 
molécules qui réagissent les unes sur les autres, soit par leur 
pression, soit par leur attraction mutuelle, et qui de plus sont 
animées par la pesanteur et par les forces attractives du soleil et 
de la lune. Sans l'action de ces deux dernières forces, la mer 
serait depuis longtemps en équilibre: la loi de ces forces doit 
donc en régler les mouvements. 

Pour avoir les forces attractives du soleil et de la lune sur une 
molécule de la surface de la mer, déterminée par les coordon- 
nées R, ^ et d, R étant le rayon mené du centre de la terre à la 
molécule; nommons a F la fonction 

— ^. t[sin.v. cos.0-f-cos.v. sin.Ô. COS. [nt-i-'Uf — "vf/)]* — y| 
^. j[sin.v'.cos.ô-hcos.v'.sin.ô.cos. [nt-h'cs — \f/')]* — y}; 

la somme des forces lunaire et solaire, décomposées suivant le 
rayon terrestre» sera a. {-yifjy ou 2 a. F', en faisant R=i après 
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la difTéFentiation. La somme de ces forces décomposées perpen- 
diculairement au rayon terrestre et dans le plan du méridien de la 

molécule sera a. [-t^]; enfin la somme des mêmes forces décom- 

posées perpendiculairement au plan de ce méridien sera — ; ^ ^ . 

Ces expressions sont très-approchées pour le soleil , à cause de sa 
grande distance à la terre, qui rend insensibles les termes mul- 
tipliés par — . Elles sont moins exactes pour la lune; mais les 
phénomènes des marées ne m'ont rien fait apercevoir qui puisse 
dépendre des forces de Tordre -77 : peut-être des observations plus 

exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites rendront 
sensibles les effets de ces forces. 

Ne considérons d'abord que l'action du soleil, et supposons 
qu'il se meuve, dans le plan de l'équateur, uniformément et tou- 
jours à la même distance du centre de la terre : les trois forces 
précédentes deviennent 

— r.jsin'.ô — -f-H-sin*.ô. cos. {^nt-^^fs — 2^)t» 

3L 

-. sin.Ô. cos.Ô. j 1 ~r- COS. (2 /if -r- 2-© — 2 >p) K (4 ) 



2r 

31 

2r= 



.sin.ô. sin.(2 7if-4-2tar — 2>(/). 



3L 
En vertu des seules forces constantes , - — - . ] sin*. 6 — -f- j et 

3L . . . ^^ . . 

— j.sin.Ô. cos.ô, la mer finirait par être en équilibre; ces forces 

ne font donc qu'altérer un peu la figure permanente qu'elle prend 
en vertu du mouvement de rotation. Mais les trois parties va- 
riables des forces précédentes doivent exciter dans l'Océan des 
oscillations dont nous allons déterminer la nature. 

32. 
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Ces forces redeviennent les mêmes à chaque intervalle d'un 
demi-jour; or on peut établir comme un principe général de dy- 
namique, que l'état d'un système de corps dans lequel les conditions 
primitives du mouvement ont disparu par les résistances qu'il éprouve, 
est périodique comme les forces qui l'animent : l'état de l'Océan doit 
donc redevenir le même à chaque intervalle d'un demi-jour, en 
sorte qu'il doit y avoir un flux et un reflux dans cet intervalle. 

Pour le faire voir par un raisonnement qui peut s'appliquer à 
tous les cas semblables, supposons qu'à un instant quelconque a, 
la hauteur de la mer dans un port ait été h, et qu'elle soit rede- 
venue la même après les intervalles /^'^J'^'^/^^ f^'\ etc. comp- 
tés de l'instant a; a-i-f'^ est l'instant où la hauteur de la mer 
était h, après le nombre i de ces intervalles; si l'on suppose i très- 
grand, cet instant ne dépendra point des conditions de mouve- 
ment qui ont eu lieu à l'instant a que nous prendrons pour celui 
de Torigine du mouvement; car toutes ces conditions ont dû 
bientôt disparaître par les frottements et les résistances de tout 
genre que la mer éprouve dans ses oscillations ; en sorte que le 
mouvement de la mer finissant par n'en plus dépendre et par se 
rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent, il est impos- 
sible de connaître l'état primitif de la mer par son état présent. 

Imaginons maintenant qu'à l'instant a, plus un demi-jour, 
toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les mêmes 
qu'elles étaient dans le premier cas à l'instant a. Puisque les forces 
solaires sont les mêmes et varient de la même manière dans les 
deux cas, il est clair que, dans le second cas, les intervalles suc- 
cessifs après lesquels la hauteur de la mer sera h, en partant de 
l'instant a plus un demi-jour, seront, comme dans le premier cas, 
f^'\f^'Kf^'\ etc. en sorte qu'à l'instant a -i-/^'^ -h un demi-jour, la 
hauteur de la mer sera h ; mais puisque i étant fort grand , l'état 
actuel de la mer est indépendant de tout ce qui a rapport à l'ori- 
gine du mouvement, il est visible que l'instant a+y^'^-f- un demi- 
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jour, doit coïncider avec quelques-uns des instants où la hauteur 
de la mer est h dans le premier cas; on doit donc avoir 

a -4-/^'^ -I- un demi-jour = a -\-j'^''^'^ , 
r étant un nombre entier; partant 

p''*''^ — f^'^= un demi-jour; 

d*oii il suit que l'état de la mer redevient le même après l'inter- 
valle d'un demi-jour. 

Il est vraisemblable qu'en supposant la mer entière ébranlée 
par une cause quelconque, les résistances qu'elle éprouve anéan- 
tiraient l'effet de cette cause dans l'intervalle de quelques mois , de 
manière qu'après cet intei^valle les marées reprendraient leur état 
naturel. On peut juger par là du peu d'influence des vents, qui, 
quelque violents qu'ils soient, ne sont que locaux et n'ébranlent 
que la superficie des mers. Ainsi, en prenant les résultats moyens 
d'un grand nombre d'observations continuées pendant plusieurs 
années, ces résultats représenteront, à très-peu près, l'effet des 
forces régulières qui agissent sur l'Océan. 

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps, 
et sur cette droite, comme axe des abscisses, concevons une courbe 
dont les ordonnées expriment les hauteurs de la mer; la partie de 
la courbe correspondante à l'abscisse qui représente un demi-jour 
déterminera la courbe entière qui sera formée de cette partie 
répétée à l'infini. Ainsi l'intervalle entre deux pleines mers con- 
sécutives sera d'un demi-jour, comme l'intervalle entre deux 
basses mers consécutives. 

17. Déterminons cette courbe, et pour cela concevons un 
second soleil L, parfaitement égal au premier et mû de la même 
manière, dans le plan de Féquateur, avec la seule différence qu'il 
précède le premier dans son orbite, de l'angle rî T, n étant égal 
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kn — m, et m étant égal à -^. On aura les forces relatives à ce 

nouveau soleil , en changeant dans l'expression des forces .variables 
qui agitent la mer, et que nous avons donnée dans le numéro 
précédent, \|/ dans y\/-hnT. Ces nouvelles forces ajoutées aux 
précédentes produiront les suivantes, 

3L 

— ^.sin'.Ô.jcos. (27if+2tar— 2\|/)-f-cos. (2 7if+2tar — 2\f/ — 2/iT)j, 

3L . 

' — ^.sin.0.cos.0.jcos.(2nf+2tar— 2\|/)4-cos.(2?if+2tar--2>|/— 2nr)j, 

3L 

;;.sin.ô.|sin. (2/if+2 tar--2\|/) -hsin. (2^1^+2-© — 2\|/—2nT)j. 

Si Ton fait L =2 L.cos. tiT, ces trois forces se réduisent aux 
suivantes , 

3L 

-f .sin'.Ô.COS. (2 Tlf +2t!T — 2\|/— /iT), 



2 
3L 



2r' 



f-.sin.ô.cos.Ô. COS. (2/if+2'cr — 2\|/ — tiT), 



-f^.sin.ô.sin. (27if4-2'cr— 2\|/ — tiT). 



2 r 



Ces dernières forces produisent un flux et un reflux semblable à 
celui qu'exciterait l'astre L si sa masse se changeait en L , et si 
l'on diminuait de y Tle temps t dans les forces du numéro pré- 



cédent: en nommant doncj" l'ordonnée de la courbe des hauteurs 
de la mer, correspondante à l'abscisse t — ^ ^» ^^ ^^^^ f poui-" 

la hauteur de la mer produite par les trois forces précédentes. 

Cette hauteur est, par la nature des oscillations très-petites, la 
somme des hauteurs de la mer dues aux actions des deux soleils L/ 
car on sait que le mouvement total d'un système agité par de 
très-petites forces est la somme des mouvements partiels que 
chaque force lui eût imprimés séparément : c'est ainsi que des 
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ondes légères excitées dans un bassin se superposent les unes aux 
autres comme elles se seraient disposées séparément sur la sur- 
face de l'eau tranquille. Cela résulte évidemment de ce que les 
oscillations très-petites sont données par des équations difFéren- 
tielles linéaires, dont les intégrales complètes sont la somme de 
toutes les intégrales partielles qui y satisfont. Soit donc y l'or- 
donnée de la courbe des hauteurs de la mer correspondante au 
temps ty et y l'ordonnée correspondante au temps t — T, y-^-y 
sera la somme de ces hauteurs; on aura, par conséquent, 

Maintenant si l'on développe y' et y" en séries ordonnées par 
rapport aux puissances de T, on aura, en négligeant les puissances 
supérieures au carré , 



on a de plus 



y ~y dt ^ l' dr' 
y -^y~ ^^' dt ~^ S' dr' 

L=::'iL — L.n'r; 



ces valeurs substituées dans Téquation (o) donnent 

d*où l'on tire, en intégrant, 

y= \ .COS. (2nt-f-2tar — 2\|/ — aX); 

J3 et X étant des arbitraires dont la première dépend de la gran- 
deur de la marée totale dans le port» et dont la seconde dépend 
de l'heure de la marée, ou du temps dont elle suit le passage du 
soleil au méridien. 
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Cette expression de y donne la loi suivant laquelle la mer 
s'élève et s'abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circon- 
férence représente un intervalle d'un demi-jour, et dont le dia- 
mètre soit égal à la marée totale , c'est-à-dire à la différence des 
hauteurs de la pleine et de la basse mer; supposons que les arcs 
de cette circonférence, en partant du point le plus bas, expriment 
|es temps écoulés depuis la basse mer; les sinus verses de ces arcs 
seront les hauteurs de la mer qui correspondent à ces temps. 

Cette loi s'observe exactement au milieu d'une mer libre de 
tous côtés; mais dans nos ports les circonstances locales en éloi- 
gnent un peu les marées; la mer y emploie un peu plus de temps 
à descendre qu'à monter, et à Brest la différence de ces deux 
temps est d'environ dix minutes. 

Plus une mer est vaste, plus les phénomènes des marées doivent 
être sensibles. Dans une masse fluide, les impressions que reçoit 
chaque molécule se communiquent à la masse entière;*cest par là 
que l'action du soleil, qui est insensible sur une molécule isolée, 
produit sur l'Océan des effets remarquables, et c'est la raison pour 
laquelle le flux et le reflux sont insensibles dans les lacs et dans 
les petites mers telles que la mer Noire et la mer Caspienne. 

On a vu, dans le n** 10, la grande influence de la profondeur 
de la mer sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de 
chaque port peuvent faire varier considérablement cette hauteur. 
Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent 
devenir fort grandes ; la réflexion des eaux par les côtes opposées 
peut les augmenter encore : c'est ainsi que les marées, générale- 
ment fort petites dans les îles de la mer du Sud, sont très-con- 
sidérables dans nos ports. 

Si rOcéan recouvrait un sphéroïde de révolution et s'il n'éprou- 
vait point de résistance dans ses mouvements, l'instant de la pleine 
mer serait celui du passage du soleil au méridien supérieur ou 
inférieur; mais il n'en est pas ainsi dans la nature, et les cir- 
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constances locales font varier considérablement l'heure des marées 
dans des ports même fort voisins. Pour avoir une juste idée de 
ces variétés, imaginons un large canal communiquant avec la 
mer, en s'avançant fort loin dans les terres. Il est visible que les 
ondulations qui ont lieu à son embouchure se propageront suc- 
cessivement dans toute sa longueur en sorte que la figure de sa 
surface sera formée d'une suite de grandes ondes en mouvement 
qui se renouvelleront sans cesse, et qui parcourront leur longueur 
dans l'intervalle d'un demi-jour. Ces ondes produiront, à chaque 
point du canal, un flux et un reflux qui suivront la loi précé- 
dente; mais les heures du flux retarderont à mesure que les points 
seront plus éloignés de l'embouchure. Ce que nous disons d'un 
canal peut s'appliquer aux fleuves dont la surface s'élève et s'a- 
baisse par des ondes semblables, malgré le mouvement contraire 
de leurs eaux. On observe ces ondes dans toutes les rivières, 
près de leur embouchure; elles se propagent fort loin, dans les 
grands fleuves; et au détroit du Pauxis, dans la rivière des Ama- 
zones, à quatre-vingts myriamètres de distance à la mer, elles 
sont encore sensibles. 

18. Considérons présentement l'action de la lune, et suppo- 
sons que cet astre se meut uniformément dans le plan de l'équa- 
teur. Il est clair qu'il doit exciter dans l'Océan un flux et un re- 
flux semblable à celui qui résulte de l'action du soleil : les deux 
flux partiels produits par les actions de ces astres se combinent 
sans se troubler mutuellement, et leur combinaison produit le 
flux composé que nous observons dans nos ports. Cela posé, en 
marquant d'un trait pour la lune les quantités L, r, \|/, X, B, re- 
latives à l'action du soleil, la hauteur de la mer due à l'action de 
la lune sera exprimée par la fonction 

— ^ . COS. [int-r-l^ — 2 \|/' — 2 X') , 

TOME II. 33 
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S et X' étant deux nouvelles arbitraires; la hauteur entière j^ de 
la mer, due aux actions réunies du soleil et de la lune, sera donc 

j=:— — .COS. (a/iï+attî— 2\|/— 2X)h ^.cos. (2nf+ 2 ttr— 2 \f/—!iX'). 

On voit, par cette formule, que la hauteur des marées doit varier 
considérablement avec les phases de la lune. Cette hauteur est 
la plus grande lorsque les deux cosinus de l'expression de y sont 

égaux à Tunité, et alors elle est la somme des quantités — ^ et 

B^ U . '' 

— ^. Elle est la plus petite lorsque le cosinus aflFecté du plus 

grand coefficient étant 1, l'autre cosinus est — 1; et alors elle est 

égale à la différence des deux quantités précédentes. Si — ^ sur- 

B' L' . . '' 

passait — ^ , le maximum et le minimum de cette hauteur au- 
raient lieu lorsque le premier cosinus serait 1 , et par conséquent 

. B' L' 

ils arriveraient à la même heure du jour. Mais si — ^ surpassait 

— 4~" 1 1^ pl^s petite marée aurait lieu lorsque le premier cosinus 

serait — 1, ou à Finstant de la basse mer solaire; l'heure de cette 
marée serait donc à un quart de jour de distance de Theure de 
la plus grande marée. Voilà donc un moyen simple de recon- 
naître laqueUe des deux quantités — ^— et — ^ est la plus grande. 

Toutes les observations faites dans nos ports concourent à faire 
voir que la seconde surpasse la première. 

Les constantes arbitraires B, B', X et X' donnent lieu à plu- 
sieurs remarques importantes. Si l'on avait X=X', la plus grande 
marée aurait heu au moment de la pleine ou de la nouvelle lune, 
et la plus petite marée arriverait au moment de la quadrature. 
En effet, au moment de la plus grande marée les deux angles 
2.(/if~f-'cr — \|/ — X) et 2.(/i<-h'cr — \|/' — X') sont égaux à zéro 
ou à un multiple de la circonférence; leur différence est pareil- 
lement nulle ou multiple de la circonférence; ce qui, dans le cas 
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deX=X', suppose la lune en conjonction ou en opposition au 
soleil. Suivant les observations faites dans nos ports, la plus 
grande marée suit d'environ un jour et demi la nouvelle ou la 
pleine lune, en sorte que \|/' — \|/ est positif et égal au mouve- 
ment synodique de la lune pendant un jour et demi; X' — X est 
donc négatif, et par conséquent X surpasse X'. 

On aura une juste idée de ce phénomène en imaginant, comme 
ci-dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s'avan- 
çant fort loin dans les terres, sous le méridien de son embouchure. 
Si Ton suppose qu à cette embouchure la pleine mer a lieu à l'ins- 
tant même du passage de l'astre au méridien, et qu'elle emploie 
vingt et une heures à parvenir à son extrémité, il est visible qu'à 
ce dernier point la marée solaire suivra d'une heure le passage du 
soleil au méridien; mais deux jours lunaires formant 2J*'"",07o so- 
laires, le flux lunaire ne suivra que de 3o' le passage de la lune 
au méridien. Dans ce cas l'angle X est une heure convertie en de- 
grés, à raison de la circonférence entière pour un jour; ce qui 
donne X=4o'*. L'angle X' est l'intervalle de 3o' converti de la 
même manière en degrés, ce qui donne X'=i2°. Si l'extrémité 
du canal est plus orientale que son embouchure d'un certain 
nombre de degrés, il faudra les ajouter aux valeurs précédentes 
de X et de X' pour avoir leurs véritables valeurs. Dans l'hypo- 
thèse que nous considérons, B et B sont les mêmes, et Tangle 
X — X' est égal au mouvement synodique de la lune dans l'inter- 
valle de vingt et une heures; la différence des valeurs de X et de 
X' ne fait que reculer de vingt et une heures les phénomènes des 
marées qui ont lieu à l'embouchure où X==X', et il est clair que 
ce résultat a également lieu pour un système quelconque d'astres 
mus uniformément dans le plan de l'équateur. 

Imaginons présentement que le canal dont nous venons de 
parler ait deux embouchures : si l'on suppose -^ =m, la marée 

33. 



260 MÉGANIQUE CÉLESTE. 

qui a lieu à la première embouchure par l'action de L produira à 

l'extrémité du canal une marée dont la hauteur sera exprimée par 

B L 

— ^.cos. [2nt-h2^ — 2 \f/ — 2mT)j Tétant l'intervalle de temps 

que la marée emploie à se transmettre de la première embouchure 
à l'extrémité du canal. Pareillement, la marée qui a lieu à la se- 
conde embouchure produira à l'extrémité du canal une marée dont 

la hauteur sera représentée par — ^.cos.(2/if+2t[T— 2\f/— amT'), 

T étant l'intervalle de temps que cette marée emploie à se trans- 
mettre de la seconde embouchure à l'extrémité du canal, et le 
coefficient C dépendant de la hauteur de la marée à cette seconde 
embouchure. La hauteur entière j, de la marée à l'extrémité du 
canal, produite par l'action de l'astre L, sera donc 

B L CI 

y= — '-J- .QX^S.[2nt+2^—2'^- 2mT)-\ ^.C0S.(2/lf+2t[T— 2>|/— 2m7*). 

Si l'on fait 

B=\jB^+0+2 £C. COS. 2 m{r—r) ; 

^ iB.sin.2mT'+C.sin.2mT" 
sm. 2 A = 



B 



on aura 



B L 

y= '\ .COS. (27lf-+-2'CT 2\f/ 2 XJ. 

On voit par là que B dépend, ainsi que X , de la valeur de m 
ou de la rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite; et il 
est clair que si le canal avait trois ou un plus grand nombre 
d'embouchures, les valeurs de B et de X^ seraient plus compo- 
sées. Le rapport des coefficients — ^ et — ^ , donné par les ob- 
servations des marées, n'est donc point exactement celui des forces 

LU. 

— et — t;; il peut être fort différent dans les différents ports, et ce 
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n'est qu en ayant égard à la dilFérence des valeurs de B et de B, 
que Ton peut déterminer par les phénomènes des marées le rap- 
port des forces du soleil et de la lune. 

Si, dans le cas où le canal que nous venons de considérer n'a 
que deux embouchures, C est égal à — B, c'est-à-dire si la haute 
mer a lieu à la première embouchure à l'instant où la basse mer 
a lieu à la seconde embouchure; si de plus T=^T\ ou, ce qui 
revient au même, si les deux marées emploient le même temps 
à parvenir à l'extrémité du canal; on aura B=:o, et il n'y aura 
point de flux et de reflux à cette extrémité, en vertu des oscilla- 
tions dont la période est d'un demi-jour. Ce cas singulier a été 
observé à Batsha, port du royaume de Tunquin, et dans quel- 
ques autres lieux. 

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque 
port, influent sur les marées doit donc en produire de considé- 
rables dans ces phénomènes, et il n'est probablement aucun cas 
possible qui n'ait lieu sur la terre. Mais puisque les constantes B 
et X seraient les mêmes pour le soleil et la lune, si les mouve- 
ments de ces astres étaient égaux, il est naturel de supposer que 
leurs difi*érences sont proportionnelles aux différences de ces mou- 
vements; nous adopterons donc cette hypothèse, et nous verrons 
qu'elle satisfait avec une précision remarquable aux observations. 
Nous ferons ainsi 

B=P.{i—2mQ), 

m 

0, T, P eiQ étant les mêmes pour le soleil et la lune. Nous don- 
nerons dans la suite le moyen de déterminer ces constantes, dans 
chaque port, par les observations. 

19. Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le soleil 
et la lune, toujours mus dans le plan de l'équateur, son' 'et- 
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tis à des inégalités dans leurs mouvements et dans leurs dis- 
tances. Les forces partielles 

— :.isin*.0 — 4U ^t — -.sin.ô. cos.ô, 

trouvées dans le n*" 16, ne seront plus constantes; mais elles varie- 
ront avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera 
d'une année. Si la durée de cette période était infinie, ces forces 
n'auraient d'autre effet que de changer la figure permanente de 
la mer, qui parviendrait bientôt à l'état d'équilibre. Mais quoique 
cette durée soit finie, on a vu, dans le n"* 6, qu'en vertu des ré- 
sistances que la mer éprouve, on peut la considérer comme étant 
à chaque instant en équilibre sous l'action de ces forces» et dé- 
terminer, dans cette hypothèse, la hauteur correspondante des 
marées. On a vu de plus que , quelle que soit la profondeur de la 
mer, la hauteur des marées, due à l'action de ces forces, est 

ji+3.cos,2Ôj L 



W^'" 



Si, dans les parties des forces solaires (^4) du n*" 16, qui sont 
multipliées par le sinus et le cosinus de l'angle 2 nt-hatfr — 2 if^, 
on substitue, au lieu de r et de \f/, leurs valeurs, chacune de ces 
parties se développera en sinus et cosinus d'angles de la forme 
ini — iqt-^-ie, en sorte que l'on aura 

3L 

— ;.sin*.0.cos.«2(/if+'CT~\f/)=sin*.0.S./f.cos.2 [nt—qt+e], 

— ^.sin.0.cos.0.cos.2(nf-f<af— •v(/)=sin.0.cos.0.S.fc.cos.2(nf—9t+e), 

3L 

— ^.sin.0.sin.2 (/if+taf— \f/)=sin.0.S./f.sin.2 (nf— ^f+e), 

le signe S des intégrales finies servant ici à désigner la somme 
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de tous les termes de la forme k. . ' 2 (/if— q(+e), dans les- 

sin. ^ ' ' 

quels le premier membre de chacune de ces équations peut se 
décomposer. 

Le plus considérable de ces termes est celui qui dépend de 
Tangle 2 nt — 2mt-h2^, et qui produit le flux et le reflux de la 
mer, dans le cas, que nous avons examiné ci-dessus, où le soleil 
serait mû uniformément dans le plan de Téquateur, en conservant 
toujours la même distance à la terre. Les autres termes peuvent 
être considérés comme le résultat de l'action d'autant d'astres 
particuliers mus uniformément dans le plan de Téquateur. C'est 
de la combinaison des flux et reflux partiels dus à l'action de tous 
ces astres, que se compose le flux et le reflux total dû à l'action 
du soleil. 

Si l'on nomme / la masse de l'astre fictif dont l'action produit 
le terme dépendant de l'angle 2nt — 2qt-h-2 s, et a sa distance 
au centre de la terre, on aura 

— - z=z:k, ou — =yL 

On a vu, dans le numéro précédent, que le soleil étant supposé 
mû uniformément dans le plan de l'équateur, avec un mouvement 
angulaire égal à mf, la partie de l'expressîon de la hauteur de la 
mer, dépendante de l'angle 2nt — 2 mt-h2^, est égale à 

P.[i — 2mQ). — .cos. 2 [nt — mf-j-'cr — O-f-mT), 

les constantes P, Q, et T étant les mêmes pour tous les astres, 
quel que soit leur mouvement propre; la somme de toutes les 
marées partielles dues aux actions de tous les astres /, /', T, etc. 
sera donc 

S.P.(i— 29Q).-^.cos.2(/if— 9(-hr ' ^y 
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et par conséquent elle sera 

2P 

-|T--.S . A:.cos.2 [nt — (jt-^e — O-^-q T) 
o 

-h ^ ,. .^.S .k.sïn.2 [nt — (jt-^e — O-hqT)^ 

la différentielle étant prise en supposant nt constant. Mais on a, 
par ce qui précède, 

S.fe.cos.2 [nt — (jt-he — 0-^(]T)= — ^.cos.2 [nt-^^ — -f — X), 

le temps t étant diminué de T dans les variables nt, >|/ et r du 
second membre de cette équation, et X étant égal à — nT; la 
partie de la hauteur de la mer due à l'action du soleil, et dépen- 
dante de l'angle 2nt'-h2^ — 2 \f/, est donc, avec les conditions 
précédentes, 

P. — .COS. 2 (iif-h'CT — \f/ — \)-+-PQ. -T- . — .sin. 2 [nt-h'GS — >// — X) . 

Si l'on transporte à la lune ce que nous venons de dire du soleil , 
on trouvera que la partie de la hauteur de la mer due à son ac- 
tion, et dépendante du mouvement de rotation de la terre, est 

P.-^.cos.2 (nf-htar— \f/' — X)-+-PQ.^. --r7.sin.2 (nf-f-'CT — >//' — X) , 

le temps t devant être encore diminué de T dans cette expres- 
sion. La partie indépendante du mouvement de rotation de la 
terre sera 

(1+3.COS.2Ô) L' 



%-('-^) '' 



En réunissant tous les termes dus à l'action du soleil et de la 
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lune, on aura pour l'expression approchée de la hauteur aj de 
la mer, 

_ 1+3. COS. ô (L L'i 

+P. — .C0S.2(/lf+«--\f/— X)H 77.COS.2(/l<+t[T— >|/'— X) 

d iL L' 1 

+PQ'-t:' — .sin- 2 (/if+«— \f/— X)h — T^.sin. 2 (nf+tar— -f' — X) ; 

vl>C I ff ' 1 

le temps t devant être diminué de T dans les termes multipliés 
par P et par Q, et la différentielle étant prise en faisant nt cons- 
tant. 

20. Examinons enfin le cas de la nature dans lequel le soleil 
et la lune ne se meuvent pas dans le plan de Téquateur. Nous 
avons donné, dans le n*" 16, la manière d'obtenir les forces so- 
laires et lunaires décomposées parallèlement à trois droites per- 
pendiculaires entre elles, et il en résulte, 

1"* Que ces forces, décomposées parallèlement au rayon ter- 
restre, sont 

JI+3.COS.2Ô} IL / 5 . , X , L' / 9 -, M 
— ^ 7 2-. — .(i — o.sm-.vJH — 77.(1 — o.sm'.v ) 



6. sin. 0. COS. 0. 



4.sin\0. 



— .sin.v.cos.v.cos. (/if-htfT — >|/) 
H — T^.sin. v'.cos.v'. COS. [nt-+-^ — >|/') 

— .cos*. v. COS. 2 [nt-h'cs — \f/) 
-77 . cos*. v. COS. 2 ( 71 f -h tar — >(/') 



2®Que ces forces, décomposées perpendiculairement au rayon 

TOME 11. 34 
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terrestre, dans le plan du méridien, sont 

y.sin. 2 6.1—. (i — S.sin'.v) -\- —r,- (i — 3.sin*.v') 

— . sin. v.cos. v.cos. [nt-]-^ — \f/) 

-f- 3. C0S.2 0.< ^, 

^ — T^.sin.v. COS. v.cos. (/it-i-'cr — >[/') 

— . cos*. V. COS. 2 [nt \-^ — \f/) 
f-f.sin.ô.cos. d.{ , 

-7^ . cos'. y', cos. 2 ( /i f -t- tu — \f/ ' ) 



3" Que ces forces, décomposées perpendiculairement au pian 
du méridien, sont 



3 .COS. 6. 



4*. sin. 6. 



— . sin. V .COS. V. sin. [nt-h'cs — \f/) 
— r: . sin. v'. COS. V . sin. [nt-h ^ — \|/') 

— . cos*. V. sin. 2 [nt-h'TS — \f/) 



^ . cos*. v'. sin. 2 (nf f-tar — \f/')\ 



Les force* partielles 



(l4-3.CDS.20) \L r 5 . . V , L' / !> • . '\) 

— -^ 7 ^-i— • (i — -f .sin-.v f-— r:. (1 — 6 .sm-.v )/ , 

y. sin. 2 B.\—. (i 3 .sin*.v) i — -^. [i — 3 .sin*.v)| , 

croissant avec une grande lenteur; on peut, comme on Fa vu dans 
le numéro précédent, supposer que la mer est à chaque instant 
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en équilibre sous TactioD de ces forces; et, dans ce cas, la valeur 
de a j^, 

^ — 7 rv-fc-(i — 3.sin\v)4---^.(i — 3.sln^v' L 



%-('-^) 



I 



donnée par le n"* 6, représente la hauteur de la mer, due à l'ac- 
tion de ces forces. 

Les forces partielles dépendantes de l'angle 2 nf-f-atar-f- etc. 
peuvent être décomposées en difiFérents termes multipliés par les 
sinus et les cosinus d'angles de la forme 2 n t — 2 (j 1-+- 2 e. On s'as- 
surera, comme dans le numéro précédent, qu'il en résulte, dans 
l'expression de la hauteur de la mer, une quantité égale à 

PI Ju . ces .V / ê ^\ Lt , CCS . ^' / » r ^ \ ï 

. 1 — .C0S.2 (/if-f-cr— \p— AJH 7T — .COS. 2 (nf-Htar-\p -X) 

rfcy-\ CL IjL/.COS .V . / I ^ \ Li .ces .V. / i/^\i 

-f-jrC/.-j^. — --;—-. Sm. 2 (nf+IST— \f/— AjH- r; • Sm. 2 (/rt-f 'CT-Xf/ — X) , 

le temps t devant être diminué de T dans ces termes, et la diffé- 
rentielle étant prise en faisant n t constant. 

Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes qui 
dépend de l'angle /if-f-tar-f- etc. Cette partie peut se développer 
en termes multipliés par des sinus et cosinus d'angles de la forrtte 
nt — ^f-f-e, (] étant fort petit relativement à n. Chacun de ces 
termes produit, dans l'intervalle d'un jour à peu près, un flux et 
un reflux analogues à ceux que produisent les termes dépendants 
de f angle 2/if — 2^ M- 2 e, avec la seule différence que le flux 
relatif à l'angle nt — qt-h-e n'a lieu qu'une fois par jour, au lieu 
que le flux relatif à l'angle int — 2 ^fH-2 e a lieu deux fois par 
jour. 

On trouvera facilement, par l'analyse des numéros précédents, 

34. 
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que la hauteur de la mer, due aux forces dont la période est à 
peu près d'un jour, peut être représentée par la formule 

^ )_.sin.v.cos.v.cos.(/it-HïT— \f/— yJH — 7^.sin-v.cos.v'.cos.(/if-HCT~\f/'— y)| 

+jB _.sin.vxos.Y.sin.(nf4-tïT---\f/— y)H — ^-sin.v cos.v.sin.(/if-HBT— >j/-y) 

i4 , jB et y étant trois constantes arbitraires que Tobservation peut 
seule déterminer dans chaque port; les différentielles étant prises 
en faisant nt constant, et le temps t devant être diminué d'une 
constante T que l'observation peut seule déterminer. 

Si l'on réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la 
mer, on aura pour sa hauteur entière aj, 

«r=-'^4^T-!é-(-3-«n--v)+^.(i-3,àn-.y')| (0) 



»K-i) 



(L . L' . , , 

+i4. — .sin.v.cos.v.cos.(/if-Hzr— >j/— 7)h — 7^.sin.v'.cos.v.cos.(/if-HBy— ^//'-y) 

+J5.-7j.|— .sin.vxos.v.sin.(nf4^cT-\f/— y)+--77.sinyxosY.sin.(n^ 

+P. j— .cos*.v.cos.2 (/if-Hcr— \f/— X)h — 7^.cos*.v'.cos.2 (/if-H©— \f/'— X) 

+PQ.^.|— .cos\v.sin.2 (nf-pcr— \f/— X)h — t^.cos'.v' sin,2(7it-HEr— \f/'— X)|; 

expression dans laquelle on doit observer de prendre les diflFé- 
rentielles, en supposant nt constant, et de diminuer le temps t 
d'une constante T dans les termes multipliés par A et fi, et d'une 
constante T dans les termes multipliés par P et Q; ces cons- 
tantes devant être, ainsi que A, B, y, P, Q, X, déterminées, dans 
chaque port, par les observations. 
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CHAPITRE IV. 

COMPARAISON DE LA THEORIE PRECEDENTE AUX OBSERVATIONS. 

21. Développons présentement les principaux phénomènes des 
marées qui résultent de l'expression précédente de y^ et compa- 
rons-y les observations. Nous distinguerons ces phénomènes en 
deux classes, Tune relative aux hauteurs à!^?> marées, et l'autre re- 
lative à leurs intervalles, et nous les considérerons à leur maxi- 
mum vers les syzygies, et à leur minimum vers les quadratures. 

Des hauteurs des marées vers les syzygies. 

Les instants de la pleine et de la basse mer sont déterminés par 
Téquation -^^ ==o; or on peut, en diflFérentiant l'expression pré- 
cédente de aj, supposer les quantités v, v', r, r, \f/ et >|/' cons- 
tantes, parce que ces quantités variant avec beaucoup de lenteur, 
refTet de leurs variations est insensible sur les hauteurs de la 
pleine et de la basse mer; car on sait que vers ces deux points de 
maximum et de minimum, une petite erreur dans le temps t est 
insensible sur la valeur de j. On peut négliger pareillement, sans 
erreur sensible, le terme de l'expression de aj multiplié par B; 
car les oscillations dépendantes de l'angle /if-f-tar, et dont la pé- 
riode est d'un demi-jour à peu près, étant très-petites dans nos 
ports, il est fort vraisemblable que le coefficient jB est insensible : 
nous verrons même, dans la suite, que Q est très-peu considé- 
rable; en sorte que nous ferons d'abord abstraction du terme qu'il 

multiplie. L'équation ^ = o donnera ainsi 
:--7j.|— •sin.v.cos.v-sin.(/it-HïT--\f/— y)H — 77.sin.v.cos.v'.sin.(Ait-HïT— \|/'~y) 

H — j.cos'.v.sin.îi (/if+«— \f/— X)-t--rï.cos*.v'.sin.2 (/if+tiiT--\|/'--X). 
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A 
La fraction — tj est très-petite dans nos ports, et Ton verra ci- 
après qu à Brest elle est tout au plus —3-; on peut donc la négli- 
ger sans crainte d'erreur sensible. L'équation précédente donne 
ainsi 

— .cos'.v.sin.2 (\f/ — \^') 
tang.2 (/if-ht5 — >|/' — ^)= -ji 7- "- — — ^. 

-t;C0S*.V-H — ^.cos\ V.COS.2 (\|/ — \|/') 

Il faut maintenant substituer dans l'expression de y la valeur de 
nt-^'cs — \f/' déterminée par cette équation. Soit (^4) ce que de- 
vient alors la fonction 

A . — .sin.v.cos.v.cos. (/if-pcr— \f/— y)+ -j^ .sin. v .cos.v'.cos. (wf-Hcr— \f/'— y) ' ; 

i 

m 

on aura 

aj^_(!2Y^2!£^.|_.(i_3.siu\v)+-p^.(i-3.sm'.v')j+(i) 



%-('-^) 



^P 



.1 /I— .COS'.vi H ^.COS^.V.— r;X0S\V.C0S.2(\f/— \f/j4-|— T^.COS'.V 1, 

le signe -r- ayant lieu pour la haute mer, et le signe — pour la 
basse mer. 

Supposons que cette expression se rapporte à la pleine mer 
du matin, on aura l'expression de la hauteur de la pleine mer du 
soir, en augmentant les quantités variables de ce dont elles crois- 
sent dans l'intervalle de ces deux marées; il faut, par conséquent, 
changer le signe de (4), parce que l'angle nt-^^ — \f/ — y aug- 
mente d'environ deux angles droits dans cet intervalle; ïa petite 
différence pouvant être négligée à raison de la petitesse de [A). 
2.(y4) est donc la différence des deux marées d'un même jour. 
Nommons présentement y la demi-somme des hauteurs des ma- 
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rées du matin el du soir,y sera ce que nous entendrons, dans la 
suite, par hauteur moyenne absolue de la marée dun jour. On aura, 
à très-peu près, 

/ (1+3. COS. 3 0) [L f o • • \ -^' / o • • /\ 

Y=—- — 7 ^. —.(1—0 .sin*.vj+ -77.(1— J.sin*.vj 



8^(-è) 



4-P.w (— .cos'.vj H — ;-.cos*.v. -7-.cos*y.cos.2 (>!/'->(/)+( -^.COS'.Vj , 

toutes les variables de cette expression étant relatives à la basse 
mer intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, et 
devant, par conséquent, se rapporter à un instant, qui précède 
de T cette basse mer. Il est très-vraisemblable que la partie de 
cette expression qui n'est pas multipliée par P se rapporte à un 
instant différent; mais cette partie est si petite, par rapport à 
l'autre, que Ton peut, sans erreur sensible, les rapporter toutes 
deux à l'instant qui convient à la plus grande. 

Si Ton nomme [A') ce que devient (4) à l'instant de la basse 
mer intermédiaire entre les deux marées du malin et du soir, la 
hauteur de cette basse mer sera 

- '"^/•"'•''' ■i^.(--3.sin-.v)+^.(-3.5in-.v')j+(r) 



8S('-^) 



— Jr.i /l— .cos'.vl H T^.COS'.V.— 7^.COS*.V.COS.2(\f/— \f/j+l-7-.cos*.v J . 

En retranchant cette expression de la hauteur moyenne absolue 
de la marée du jour, on aura ce que nous nommons marée totale, 
qui n'est ainsi que Fexcès de la demi-somme des deux marées 
d'un jour sur la basse mer intermédiaire. Représentons cet excès 
par j"; on aura 



= -(4')+2P.i /( — .C0S*.V| H f .COS*.V.-77.COS*.v'.COS.2 (\f/ -\f/)4-( — ^.COS'.V j . 
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Enfin la difiFérence de deux basses mers consécutives sera 2.(i4'). 
Vers le maximum des marées ou vers les syzygies Tangle yp' — >|/ 
est peu considérable, puisqu'il est nul au maximum; on aura donc 
à peu près, à Tinstant de la pleine mer, nt-h^ — >f/=X. En 
substituant cette valeur dans la fonction [A), on aura, dans la 
supposition où le temps t doit être diminué de T, dans cette fonc- 
tion , comme dans la fonction multipliée par P, 

(i4)= — A .1 — .sin.v.cos.vH — T^.sin.v'. cos. v |.cos. (X — y). 

[A ) étant très-petit. Terreur de la supposition précédente doit être 
insensible. La fonction [A') devient, à très-peu près, 

(^A')=^A . — . sin. v. COS. v H — r,. sin.v'. cos. v . sin. [y — X). 

On peut même, vu la petitesse de ces fonctions, y supposer X=y, 
ce qui rend [A') nul. Cela posé, si, dans les termes multipliés par 
P des expressions de y et de y\ on néglige la quatrième puis- 
sance de \f/' — \f/, on aura vers les syzygies, 

./_ (i+3.cos.2e) (I ; 5 .,Vv^-4-— h ^ ^în« v'^ 

. j — . (1 — o . sin . V ) — I Ti • 1 1 — o • sin . v ) 



«^•('-i) 



H-P. I — . cos*. VH TT.COS'.V 



r* r * 



L V 

2 P . — . COS*. V. -7^ . COS*. v' 
— . COS*.V H r- . COS*.V 

■«3 Y* 9 

( 1 V 
y = 2 P. |— . cos*. VH 7T . cos*. V 

4P. — , cos*. V . -7^ . cos*. v' 

— . cos*. V H r: . COS*. V 

v*5 V* ^ 
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q étant la variation de Tare \f/' — \f/ dans l'intervalle des deux 
pleines mers consécutives. L'addition des termes qui en dépen- 
dent est fondée sur ce que la véritable valeur de (\f/' — \f/)* de Fex- 
pression dej est la demi-somme des carrés (\f/' — \f/)' relatifs aux 
deux pleines mers consécutives, et il est facile de voir que cette 

demi-somme est égale à (\f/' — ^)*H-t7*» ^'^^^ V — '^ ^^ rappor- 
tant ici à la basse mer intermédiaire. Ainsi les variables des deux 
formules précédentes se rapportant à cette basse mer, le carré 
(\|/' — >(/)* doit, pour plus d'exactitude, être augmenté de y^' dans 
l'expression de j, et de ~ cj* dans celle de y". 

22. Développons les expressions de y et de y" relatives aux 
équinoxes et aux solstices, pour déterminer l'influence des décli- 
naisons des astres sur les marées. Le terme 

__(i+3.cos.2Ô) il , ^ sin'v^ . il h ^ sin^ V^ 

Q \ . j — - . i i — o • sin . VI — 1 Ti • 1 1 — o • sm . v i 



8^-^) 



de l'expression dej est très-petit; on peut donc y supposer, sans 
erreur sensible , que les variables r, v, r , v' se rapportent à l'ins- 
tant même de la syzygie. Lorsque Ton fait une somme des valeurs 
àey relatives à deux syzygies consécutives, on peut supposer, dans 
le terme précédent, r égal à la moyenne distance de la lune à la 
terre dans les syzygies; car il est visible que si la lune est apogée 
dans une syzygie, elle est à peu près périgée dans la syzygie sui- 
vante, r est à peu près égal à la moyenne distance de la terre au 
soleil dans les syzygies des équinoxes; et si l'on considère autant 
de syzygies vers les solstices d'hiver que vers les solstices d'été, 
on peut supposer encore r égal à cette distance moyenne. 

La partie P.j — .cos'.vH — t^-cos^-vJ de l'expression de y 

change sensiblement dans l'intervalle de quelques jours, et comme 
elle est considérable dans nos ports , il est nécessaire d'avoir égard 
à sa variation. Pour cela, soit e l'inclinaison de l'orbe lunaire à 

TOME II. 35 
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Téquateur, et F ' la distance de la lune au nœud ascendant de son 
orbite sur Téquateur; on aura sin. v'=sin- e'.sin. F', et par con- 
séquent 

cos*. v'=i — Y • sin*. e'-h-j- . sin*. e\ cos. 2 F'. 

Nommons t le temps écoulé depuis le maximum de la marée jus- 
qu'au moment d'une observation quelconque, t étant négatif rela- 
tivement aux observations antérieures à ce maximum; on aura, en 
négligeant les puissances de ( supérieures au carré, et en suppo- 
sant le mouvement de la lune, dans son orbite, uniforme pen- 
dant le temps t, ce que l'on peut admettre sans erreur sensible, 

cos*.v=cos*.v — f.-i— .sm*. e.sm.9. F — ^•("Tt) sm'.e .cos. 2 F ; 

les valeurs de v', de F', dans le second membre de cette équation, 
se rapportant à la syzygie. Dans les équinoxes et dans les sols- 
tices, sin. 2 F' est nul à peu près; en ne considérant ainsi les syzy- 
gies que vers ces points, le terme de l'expression cos*.v' multiplié 
par la première puissance de t, disparaît de la somme des valeurs 
de y, surtout si l'on en considère un assez grand nombre pour 
que les valeurs positives et négatives de sin. 2 F' se détruisent 
mutuellement; on aura donc alors 

-jj- ) . t sin*. e' — 2 . sin*. v' } . 

Prenons pour unité de temps l'intervalle des deux marées consé- 
cutives du matin ou du soir, vers les syzygies, intervalle d'envi- 
ron iJ'*'''^,o2 7 1 • Soit V le moyen mouvement synodique de la lune 
dans cet intervalle; on aura, dans les syzygies, en ayant égard à 
l'argument de la variation , qui vers ces points augmente cons- 
tamment le mouvement lunaire, 



(iiï-y==^'^^^-^*' 
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et par conséquent, 

cos'. V = cos*. v' — 1 , 1 65 . (* V*. I sin*. e' — 2 • sin*. v' j. 

La variation de -77 peut être négligée lorsque l'on considère à la 

fois deux syzygies consécutives. On peut négliger pareillement les 

variations de — et de sin*. v, comme étant peu sensibles dans Tin- 

tervalle d'un petit nombre de jours : elles se rapportent d'ailleurs 
à Faction du soleil, que nous verrons, ci-après, être trois fois 
moindre que celle de la lune. 

Il nous reste à considérer le terme 

. — . COS*. V . — 77 . cos*. V 
— . COS*. V H r: . COS*. V 

de Texpression dey. Si l'on nomme e et F pour le soleil, ce que 
nous avons nommé e' et T' pour la lune, on aura, à fort peu près, 
en observant que e' diffère très-peu de e, et que sin. (r -t-F) est 
à :peu près nul dans les syzygies des équinoxes et des solstices, 

cos.v.cos.v. (>|/' — 'v|/)=cos. {- — ^1 . (F' — F); 

ce qui change le terme précédent , dans celui-ci , 

2P. — .-TT.cos*. 1^^ — ^1 .<*v' 
r^ r^ \ 2 / 

— . COS*. VH 77 . COS*. V 

Cela posé, si l'on nomme Y' la somme des valeurs àe y corres- 

35. 
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pondantes à 2 i syzygies des équinoxes, on aura 

y,^_aMl+ii^.jil.(,_3.sin',F)4-i;l.(i-3.sin'.F')j 



2 i P. — . cos'. F+ -77 . cos\ V\ 



2L . /^+^'\ 1 

— - . cos*. I 1 i 

r' \ ^ / l 



L' 

2iP.-7-.(<'+A).v'.|i,i65.(sin'.e'— 2.sin\F)+-7 — '- A- 

— .cos*. K+ -TT- cos*. y 

dans cette expression, cos*. 7, sin*.F, cos*.F, sîn*.K' et cos*. i J 

sont les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspondantes 
de cos*.v,sin'.v, cos*.v', sin*. v', et cos*.( ^ — -\ relatives aux 21 sy- 
zygies. La même expression peut représenter encore la somme 
des valeurs de y dans 2 i syzygies des solstices , dont la moitié se 
rapporte aux solstices d'hiver. 

Considérons présentement l'expression de y". Le terme 

A. |— .sin.v. COS. vH — r-.sin.v'. cos.v' 

( r^ r ' 

est très-petit dans nos ports : il est nul dans les syzygies des équi- 
noxes , il disparaît encore de la somme des valeurs de y si Ton 
considère deux syzygies consécutives et autant de solstices d'hiver 
que de solstices d'été. En nommant donc Y" la somme des valeurs 
à%y correspondantes à 2 1 syzygies des équinoxes, on aura 

r=kip\k oosW-^ ^.cos^Fj 

1 . 1 6 5. (sin*. e — 2 sin*. V) 

\ L Z7 

— . cos*. V-\ — 77 • cos'. V 
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cette expression représente encore la somme des valeurs de y 
dans 2 i syzygies des solstices. 

Voyons maintenant ce que les termes dépendants de Q, et que 
nous avons jusquici négligés, ajoutent à ces expressions de Y' et 
de Y\ Pour cela, reprenons l'expression (0) de ay du n° 20. 

Dans les équinoxes et dans les solstices, , ' est nul; on peut 
négliger la différentielle de —, divisée par àt, lorsque Ton con- 
sidère Tensemble de deux syzygies consécutives : nous néglige- 
rons encore 

PQ. ^.|—.cos*.v. sin*. (nf-f-tsT — -^ — X) , 

vu la lenteur des variations de v, \// et r, et parce que — est trois 
fois moindre que — ,. Le terme dépendant de Q dans la formule (0) 
ajoutera ainsi à l'expression de aj la quantité 



Or on a 



2 PQ. -T-.-T^.cos^w. COS. 2 [nt-his — \^' — X). 



-j-. cos*. V = -TT • COS. e =m. cos. e , 
dt at 



mt étant le moyen mouvement de la lune; le terme précédent 
devient ainsi 

— 2 m PQ. COS. e'. -77. COS. 2 (nf-t-tsT — \^' — X). 

De là il est facile de conclure que dans les syzygies des équinoxes 
OÙ cos.v'=i, à fort peu près, le terme dépendant de Q ne fait 
que changer, dans les expressions de ay, Y' et Y\ L en 
V. (1 — 2m'Q. cos.e), et que dans les solstices où cos.v' = cos. e'. 

Il se change en L'. ( 1 -4-), en sorte que la différence des 

valeurs deL', dans ces deux cas, peut servir à déterminer Q. 
23. Comparons les formules précédentes aux observations. 
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Au commencement de ce siècle, et sur Tinvitation de TAcadémie 
des sciences, on fit dans nos ports un grand nombre d'observa- 
tions du flux et du reflux de la mer : elles furent continuées 
chaque jour à Brest, pendant six années consécutives, et, quoi- 
qu'elles laissent à désirer encore, elles forment, par leur nombre 
et par la grandeur et la régularité des marées dans ce port, le 
recueil le plus complet et le plus utile que nous ayons en ce 
genre. C'est aux observations de ce recueil que nous aUons com- 
parer nos formules. Ces observations étant compliquées de beau- 
coup de circonstances étrangères à l'action du soleil et de la lune, 
il faut en considérer un grand nombre, afin que les efiets des 
causes passagères venant à se détruire mutuellement, leur en- 
semble ne présente que l'efiet des causes régulières; il £aul de 
plus, par une combinaison avantageuse des observations, faire 
ressortir les phénomènes que Ton veut connaître. C'est ainsi que 
dans la vue de déterminer l'effet de la déclinaison des astres, 
nous avons considéré à la fois deux syzygîes consécutives dont 
l'ensemble est indépendant à peu près de la variation de la dis- 
tance de la lune à la terre. Pour comparer sur ce point les obser- 
vations de la théorie, j'ai pris dans le recueil cité vingt-quatre 
syzygies vers les équinoxes et vingt-quatre syzygies vers les sols- 
tices, en considérant toujours deux syzygies consécutives. Voici 
les jours de ces syzygies à Brest. 

SYZYGIES DES ÉQUINOXES. 

Années. 

1711. 28 août, 12 septembre, 26 septembre, 12 octobre. 

1712. 1 " septembre , 1 5 septembre. 

i7i4- 26 août, 8 septembre, 23 septembre, 8 octobre. 

1716. 18 février, 5 mars, 20 mars, 4 avril, 28 août, i3 sep- 
tembre, 27 septembre, 12 octobre. 

1716. 23 février, 8 mars, 2 3 mars , 6 avril , 1 *' septembre, 1 5 sep- 
tembre. 
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SYZYGIES DES SOLSTICES. 

Années. 

1711. 1 6 juin j 3o juin , 2 5 novembre^ 9 décembre. 

1712. 1 9 j uin , 3 j uiliet , 2 8 novembre , 1 3 décembre. 

1714. 2.9 mai, 12 juin, 2 7 juin, 11 juillet, 21 novembre, 7 dé- 
cembre, 2 1 décembre. 

1716. 5 janvier, 1 7 juin, 1" juillet, 2 6 novembre, 1 o décembre, 

2 5 décembre. 

1716. 9 janvier, 5 juin, 19 juin. 

Dans chacune de ces syzygies, j'ai pris une moyenne entre les 
deux hauteurs absolues des deux marées d'un même jour, c'est- 
à-dire la hauteur moyenne absolue de la mer; j'ai considéré le 
jour qui précède la syzygie, et que je désigne par — 1, le jour de 
la syzygie, que je désigne par o, et les quatre jours qui la suivent 
et que je désigne par 1, 2, 3, 4- Plusieurs fois on n'a observé 
qu^une seule des marées de chaque jour; j'en ai conclu la hau- 
teur moyenne absolue, en lui ajoutant la moitié de son excès sur 
la marée non observée, excès qu'une première discussion des ob- 
servations m'a fait connaître à très-peu près, tant dans les syzy- 
gies des équinoxes que dans celles des solstices. 

Plusieurs fois encore la hauteur de la basse mer intermédiaire 
entre les deux marées d'un même jour n'a point été observée. 
Pour avoir la marée totale, j'ai supposé, conformément à la théo- 
rie, que la différence des marées totales dans deux jours consé- 
cutif est double, à fort peu près, de la différence des hauteurs 
moyennes absolues correspondantes. J'ai pris un résultat moyen 
entre les marées totales conclues de cette supposition et des ob- 
servations des deux jours entre lesquels était compris celui que je 
considérais. 

Quelquefois la loi des basses mers observées indiquait évidem- 
ment une erreur de signe dans une de ces hauteurs. Dans ce cas, 
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j'ai presque toujours regardé comme nulle l'observation de la 
basse mer, et j'ai conclu la marée totale par la règle que je viens 
d'exposer. C'est avec ces précautions que j'ai formé le tableau 
suivant, qui présente la somme des hauteurs moyennes absolues 
et des marées totales, correspondantes à chacun des jours que j'ai 
considérés dans les syzygies précédentes. 

TABLE L 

SYZYGtES DES ÉQUINOXES. 

Jours. Hauteurs moyennes absolues des marées. Marées totales. 

mètres. mètres. 
1 129,890 128,988 

G 186,079 142,068 

1 189, 85i 149,34^2 

2 189,962 i5o,o66 

3 187,479 143,826 

4 i3i,653 181,770 

SYZYGIES DES SOLSTICES D'ÉtÉ. 

mètres. mètres. 

1 62,004 58,097 

G 68,914 62,002 

1 65,028 64,095 

2 65,i57 6A»995 

3 64,147 63,425 

4 61,914 59,186 

SYZYGIES DES SOLSTICES D'HIVER. 

mètres. mètres. 

— 1 65,211 61,098 

o 66,456 ^ 64,967 

1 67,121 67,202 

2 66,424 67,500 

3 65,998 66,187 

4 68,574 61,425 
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24. ConsidéroDs d'abord l'ensemble de ces observations. On 
aura, relativement aux 48 syzygies, 

TABLE IL 

Jours. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales. 

mètres. mètres. 

— 1 287, io5 248,i83 

o 266,449 269,087 

1 272,000 280,689 

2 271,543 282,561 

3 267,624 278,488 

4 257,141 262,881 

En considérant les variations des hauteurs absolues et des marées 
totales de cette table, on voit que les plus grandes marées n'ont 
point lieu, le jour même de la syzygie, mais du premier au se- 
cond jour. Déterminons la distance de l'instant du maximum des 
marées à la syzygie dans les observations précédentes. Pour cela , 
prenons pour unité l'intervalle de deux marées du matin ou du 
soir vers les syzygies, et pour époque l'instant de la basse mer 
intermédiaire entre les deux marées du jour qui précède la sy- 
zygie. Soit, pour un jour quelconque voisin de cette phase, 
a-'hb.x — c.x\ l'expression de la hauteur absolue d'une marée 
voisine de la syzygie, x étant le nombre des intervalles pris pour 
unité, dont cette marée suit l'époque. Si cette formule se rapporte 
à une marée du matin , l'expression de la marée du soir du même 
jour sera a+i.(a:+Y)— c.(a:+Y)N en ne considérant que les iné- 
galités dont la période est à peu près d'un jour, les seules aux- 
quelles il soit nécessaire d'avoir égard ici , parce que les effets des 
autres inégalités se compensent dans les observations de la table IL 
Si Ton ajoute les deux expressions précédentes, la moitié de leur 
somme sera ce que nous avons nommé hauteur moyenne absolue de 
la marée; l'expression de cette hauteur est ainsi 
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L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant notre 
théorie, de la forme 

d — 6.(a;-+-|)-hc.(a:-4-|)\ 

x+\ étant le temps écoulé depuis l'époque jusqu'à celte basse 
mer; en nommant donc t ce temps, l'expression de la marée to- 
tale sera de la forme 

a'~f-2 h . t — 2 c . V, 

Le maximum de cette marée a lieu lorsque f = — ; cette valeur 

est pareillement la valeur de x, correspondante au maximum de 
la fonction a-hb.x — c.x\ 

Pour déterminer — par les observations , on peut faire usage 

J C/ 

des marées totales de la table II; mais les hauteurs moyennes ab- 
solues de cette table ayant été observées avec plus de soin que les 
marées totales, nous ferons usage de leur ensemble. 

Soient donc/, /^/^/^/"^ ^^f^ l^s six sommes que Ton ob- 
tient en ajoutant la hauteur absolue à la marée totale de chaque 
jour, dans la table IL L'expression analytique de ces sommes sera 
de la forme k-hibt — ict\ et en y supposant successivement 
t=o, t=iy f=2, f=3, t=^J t=Sj on aura les valeurs de/, 

/ ^ f"' f' f^' r> ^^^ ^^^ tirera 

9 
et par conséquent, 

En substituant 'po\xTf,f\ etc. leurs valeurs numériques, on aura 

— =2,58176. 
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L'intervalle dont le maximum de la marée totale, dans les syzy- 
gies de la table II , a suivi l'instant de la basse mer intermédiaire 
entre les deux marées du jour de la syzygie, est donc 1,68176. 
On verra ci-après qne l'intervalle pris pour unité est, à fort peu 
près, iJ**",02 7o5; en le multipliant donc par 1,68176, le produit 
1^62455 exprimera l'intervalle dont le maximum de la marée to- 
tale a suivi l'instant de la basse mer du matin du jour de la sy- 
zygie. Cet instant est l'beure moyenne entre les deux marées de 
ce jour, et l'on trouve, par un résultat moyen, qu elle a été, dans 
les observations précédentes, 0^,39667. On trouve encore, par 
un résultat moyen, que l'heure de la syzygie, dans les mêmes 
observations, a été, à Brest, 0^,46667, en sorte qu'elle a suivi la 
basse mer de 0^,06010; elle a donc précédé le maximum de la 
marée totale de iJ,5644â. Mais, comme une erreur de quelques 
mètres dans ces observations peut influer sensiblement sur cet 
intervalle, il convient de déterminer d'une manière plus précise 
cet élément important de la théorie des marées. 

Pour cela j'ai considéré les hauteurs absolues des marées du 
second jour avant et du cinquième jour après la syzygie; elles 
sont à peu près à égale distance de part et d'autre du maximum 
des marées, et à cette distance elles varient de la manière la plus 
sensible. J'ai ajouté les hauteurs absolues des marées du matin 
et du soir du second jour avant chaque syzygie, et lorsque l'on 
n a observé qu'une seule hauteur dans un jour, je l'ai doublée. 
Le recueil cité d'observations renferme cent syzygies dans les- 
quelles j'ai pu me procurer des observations semblables. J'ai 
trouvé ioo9""%47o, pour la somme des hauteurs absolues des 
marées des seconds jours qui précèdent les syzygies, 1010"*, 8 8 6, 
pour la somme des hauteurs absolues des marées des cinquièmes 
jours qui les suivent. Mais, parmi les hauteurs qui précèdent les 
syzygies, 86 se rapportent au matin, et 1 14 au soir; en prenant 
donc pour unité l'intervalle de la basse mer du second jour qui 
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précède la syzygie, à la basse mer correspondante du jour sui- 
vant, l'heure moyenne à laquelle se rapporte la première somme 
.suit celle de la basse mer du second jour avant la syzygie, de 
jYô^ ^^ ^^ o,o35 de cet intervalle. Dans la seconde somme, il y 
a autant de hauteurs du matin que du soir; l'heure à laquelle 
elle se rapporte est donc celle de la basse mer du cinquième jour 
après la syzygie. Ainsi le milieu de l'intervalle compris entre les 
instants auxquels ces sommes se rapportent, n'est pas exactement 
le milieu de l'intervalle compris entre l'heure de la basse mer du 
matin du second jour avant la syzygie, et celle de la basse mer 
correspondante du cinquième jour qui la suit; mais il se rap- 
proche de cette seconde limite de 0,0178. 

Si les deux sommes ioo9°*%47o et ioio"%886, étaient égales, 
ce milieu serait l'instant du maximum des marées; mais la se- 
conde somme surpassant la première de i°'%4i6, l'instant de ce 
maximum est un peu plus près de l'heure de la basse mer du 
cinquième jour après la syzygie. La hauteur absolue des marées 
de ce jour, et du second jour avant la syzygie, varie, à Brest, 
de o°*%i48o3 pendant une moitié de l'intervalle pris pour unité; 
en supposant donc que l'instant du maximum des marées se 
rapproche d'un centième de cet intervalle vers la seconde limite, 
la somme des 200 hauteurs relatives à la seconde limite sera 
augmentée de 0°"% 692 12, et la somme des 200 hauteurs rela- 
tives à la première limite sera diminuée de la même quantité; 
en sorte que la difïérence de ces deux sommes sera i™%i8424; 
et puisque l'observation donne i°'%4i6 pour cette différence, le 
maximum des marées doit être rapproché, par cette considéra- 
tion, de 0,01196 de la seconde limite; en ajoutant 0,0176 à 
cette quantité, on aura 0,02946 pour le temps dont le maxi- 
mum des marées se rapproche plus de l'heure de la basse mer du 
cinquième jour après la syzygie, que le milieu de l'intervalle 
compris entre cette basse mer et celle du second jour avant 
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la syzygîe: ce temps, évalué en parties du jour, est, à fort peu 
près, oJ,o3o2 2. 

Maintenant, le milieu de Fintervalle compris entre ces deux 
basses mers est le même que le milieu compris entre la basse 
mer du matin du jour de la syzygie et la basse mer correspon- 
dante du troisième jour qui la suit; l'intervalle de deux basses 
mers consécutives du matin étant alors iJ,02 7o5, ce second milieu 
est éloigné de iJ,54o58 de la basse mer du matin du jour de la 
syzygie. L'heure de cette basse mer peut être supposée 0^,896 67, 
comme dans les observations de la table II, parce que l'heure 
moyenne, à Brest, des cent syzygies que j'ai considérées, a été 
de 0^,^601 3, à peu près comme dans les observations de cette 
table; la syzygie a donc suivi de oJ,o6356 l'heure de la basse mer 
du matin, et par conséquent elle a précédé de 1^,47702 le mi- 
lieu de l'intervalle compris entre les deux limites. En y ajoutant 
o^,o3o2 2, on aura 1^,60724 pour l'intervalle dont le maximum 
de la marée, à Brest, suit la syzygie. C'est la valeur que je sup- 
poserai, dans la suite, à cet intervalle. 

25. Déterminons présentement la loi des variations des hau- 
teurs moyennes absolues des marées et des marées totales de la 
table IL Pour cela, prenons pour unité l'intervalle des deux ma- 
rées consécutives du matin ou du soir vers les syzygies, et nom- 
mons k la quantité dont l'instant moyen du maximum des marées 
suit le milieu de l'intervalle compris entre les six jours d'obser- 
vation que nous avons considérés. Soit a — b.V l'expression géné- 
rale des hauteurs moyennes absolues des marées de la table II , t 
étant la distance à l'instant du maximum. Les hauteurs moyennes 
absolues des marées correspondantes aux jours — i,o,i,2,3,4> 
seront 

a— 6.(|-t-A')% a—b.{\-^k)\ a—b.(i^k)\ 
a—b.{\—ky, a—b.{i—k)% a—b.{i—ky. 
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Si, de la somme de là troisième et de la quatrième, on retranche 
la somme des extrêmes , on aura 12 .b pour la différence. Les ré- 
sultats de la table II donnent ag'^^^agy pour cette différence, doù 
l'on tire 6=:2"*%44i4. 

Si Ton représente semblablement par a — b\ t* les marées to- 
tales de la table II, on trouvera, de la même manière, 

6 = 5"%2i97. 

Suivant la théorie exposée dans le n° 22, 6= y 6', et par consé- 
quent é = 2°'%6o98. La différence entre cette valeur et celle-ci, 
2"'%44i4 que donnent les observations des hauteurs moyennes 
absolues des marées, est dans les limites des erreurs des obser- 
vations; mais les hauteurs absolues ayant été observées avec plus 
de soin que les basses mers, nous prendrons pour b le tiers de 
la somme des deux valeurs de b et de b' données par les observa- 
tions, et pour 6' le double de ce tiers; nous aurons ainsi 

fc = 2™%5537, 6'= 5"*% 107 4. 

Pour déterminer a et a , nous observerons que la somme des six 
expressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des ma- 
rées est 6a — 6.j-^-f-6 A*j. Cette forme est, par les observa- 
tions de la table II, égale à i59i°*%862; on a donc 

i59i'^,862+(V+6A').2'°",5537 

a— g 

On a, de la môme manière, 

, i6o6"^239+(V^+6/:').5"'%io74 

1^ . ^ 



L'heure moyenne de la syzygie de la table II a été oJ, 4^667; en 
lui ajoutant 1^,50724, distance de la syzygie au maximum de la 
marée, on aura 1^,96391 pour la distance de ce maximum au mi- 
nuit qui précède la syzygie à Brest. L'instant moyen entre les 
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deux marées du jour de la syzygie a été 0^,39657; en lui ajou- 
tant -^ de Tintervalle pris pour unité, et qui est égal à 1^02706, 
on aura 1^,93715 pour la distance du milieu de l'intervalle com- 
pris entre les six jours d'observation , au minuit qui précède la 
syzygie. Si l'on retranche cette distance de 1^96391, on aura la 
valeur de k exprimée en jours et égale à 0^,02676; en la divisant 
par 1,02706, on aura en parties de l'intervalle pris pour unité, 
^=o,02 6o55; ce qui donne 

a=272'°%76o, a=282"*%6o6; 

ainsi l'expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes 
absolues des marées de la table II est 

272"%76o — 2™',5537.r; 

et l'expression des nombres de la même table, relatifs aux marées 
totales, est 

282'"%6o6 — 5™%io74.<*; 

les valeurs de t, relatives à tous ces nombres, étant respective- 
ment 

— 2,626055, — 1, 526055, — o,526o55, 
0,473945, 1,473945, 2,473945. 

En substituant ces valeurs, dans les deux formules précédentes, 
et en comparant les résultats aux nombres de la table II, on verra 
que les erreurs sont très-petites et dans les limites de celles dont 
les observations sont susceptibles. 

Comparons maintenant ces formules, données par Fobserva- 
tion, aux formules du n"" 22 données par la théorie de la pesan- 
teur. Soit e la hauteur du zéro de l'échelle d'observation, au-des- 
sus du niveau d'équilibre que la mer prendrait sans l'action du 
soleil et de la lune; soit de plus h la somme des carrés des cosi- 
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nus des déclinaisons du soleil, aux instants des phases dans les 
syzygies de la table II, et K cette même somme relativement à la 
lune; on aura, par le n*" 22, 

a=48^— ^:li±^:^^^ 

n ( h.L h' ,L ) b r^^ n 

[ r^ r ^ ) 1 6 ' ' 

a = 2P. — - H TTl ^=282'"%6o6. 

( r' r * ) 10 

3L 
On a vu , n° 1 1 , que -7—— = o°*% 1 2 3 1 6. La latitude de Brest étant 

de 535685", on a, à très-peu près, 2 = 92863o\ En neigeant 

.3 
vis-à-vis de l'unité la fraction -p- très-petite , parce que la moyenne 

densité p de la terre surpasse plusieurs fois celle de la mer, on 



aura 



'■^f°°'f' .^=o-.o.745. 



Nous verrons ci-après que dans les moyennes distances de la 

lune à la terre, -7- = — -; mais la distance de la lune dans les 

syzygies est plus petite d'environ ytô î^^ ^^ moyenne distance, 
à raison de l'argument de la variation , qui diminue constamment 

la distance lunaire syzygie; ainsi Ton a, dans les syzygies, 

L' 123 L , . 

-t; = —i — . — . J'ai trouvé que relativement aux 48 syzygies de 

la table II on a 

A =44,13399, A'=44,5o884; 

on a donc 
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et par conséquent, 

48.C — 4"%i666-h|.282"%6o6 — -3V-2"%5537=272'"%76o; 
ce qui donne 

e=2'°%827. 

L 
On a ensuite, en réduisant -77 à la moyenne distance de la lune 

à la terre, 

la fraction iP.\h — -to"-^!-" étant fort petite, on peut y sup- 
poser 

k—i. \L IL\. 



• • 



on aura ainsi 



2P.ti||./t'-f-iVir.M-j^ + -^1 = 282- 756; 



d'où Ton tire 



2^l^-^^l = 6-%^^9o. 



po y. 



Cest l'expression de la marée totale qui aurait lieu à Brest si le 
soleil et la lune se mouvaient uniformément dans le plan de 
Téquateur; car on a vu, dans le n° 22, que L\ dans les syzygies 
des équinoxes, se change dans L. (1 — 2 m'. Q . cos. e) , et que 

dans les syzygies des solstices, il se change dans L\li —f ), 

en sorte que dans Vensemble des syzygies de la table II, L' doit 

être changé dans L'.li — m. O.fcos. e'H ,\k or on a 

^ ( \ COS. e / ) 



COS. e'-F 






cos.e cos.e 

TOUS II. 37 
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et ce dernier terme peut être négligé par rapport au premier, à 
cause de la petitesse de (sin. ye')*; L doit donc, relativement aux 
syzygies de la table II, être changé en jL'. (i — 2 m'. Q), comme 
si la lune était en mouvement dans le plan même de Téquateur. 
Déterminons la variation des marées, près de leur maximam, 
qui résulte de la théorie de la pesanteur. Pour cela, reprenons 
l'expression de 7" du n*" 22 : l'angle s ayant varié sensiblement 
dans l'intervalle des ^S syzygies de la table II, il sera déterminé 
avec une exactitude suffisante pour notre objet, en prenant pour 
cos*. e une moyenne entre les carrés des cosinus des déclinaisons 
de la lune, dans les vingt-quatre syzygies solsticiales de cette 
table. Soient donc p et p les sommes des carrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil et de la lune, dans les 2 A syzygies des 
équinoxes, et ^, q les mêmes sommes dans les vingt-quatre sy- 
zygies des solstices; nous pourrons supposer, à très-peu près, 

sin*. e = — j-^ , cos*. ( ) = -^ — 7- . 

2U \ 2 / 2.24 

Le terme multiplié par C dans l'expression de Y" deviendra ainsi, 
relativement aux vingt-quatre syzygies équinoxiales, 

et le même terme relatif aux 2 4 syzygies solsticiales sera 

L 

-71 se rapportant ici à la moyenne distance de la lune à la terre. 

J'ai trouvé 

^=1=23,68196, p = 23, 75355, ^ = 20,A52o3, ^'=20,75529. 

V est le moyen mouvement synodique de la lune, dans l'intervalle 
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de iJ,o2 7o5, et ce mouvement est de i4i866" en ayant égard à 
l'argument de la variation qui augmente constamment ce mou- 
vement dans les syzygies. On aura ainsi — 3™%2o4o.f' pour la 
valeur du terme multiplié par C dans l'expression de Y" relative 
aux vingt-quatre syzygies équinoxiales, et — i^SSgyy.f* pour la 
valeur du même terme relatif aux vingt-quatre syzygies solsti- 
ciales; ce terme, relatif à l'ensemble de toutes les syzygies, sera 
donc — 5"^,ioi7.<'. Les observations nous ont donné, dans le 
numéro précédent, — 5°'%io74.<' pour ce même terme; ainsi 
elles s'accordent parfaitement, à cet égard, avec la théorie. 

26. Comparons séparément les observations des syzygies des 
équinoxes, et celles des syzygies des solstices de la table I. Si Ton 
détermine par la méthode du numéro précédent les expressions 
des hauteurs absolues et des marées totales des syzygies des équi- 
noxes données par les observations de cette table , on trouvera 

i4o™%432— l'-SôSii.r 

pour l'expression des hauteurs absolues des marées des équinoxes; 
et 

lôo'^SsSS — 3*"%i623.r 

pour l'expression des marées totales. On trouvera semblablement 

i32'"%328 — o"^%9725.r 

pour l'expression des hauteurs absolues des marées des solstices, et 

i32"^37i — i'"%945i.r 

pour l'expression des marées totales correspondantes. 

On voit d'abord que les marées totales, en parlant du maximum, 
décroissent plus rapidement dans les syzygies des équinoxes que 
dans celles des solstices. Ce résultat de l'observation est entière- 
ment conforme à la théorie qui, comme on vient de le voir, 

37. 
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donne — 3"'%2o4o et — i"'%8977 pour les coefficients de t\ qui 
diffèrent très-peu des nombres — 3™% 1628 et — i"'%945i donnés 
par les observations. 

Si Ton suppose t = o dans les expressions précédentes, on aura 
8"*%io4 pour l'excès des hauteurs moyennes absolues des marées 
des équinoxes, sur celles des solstices, et 1 7™%86A pour Texcèsdes 
marées totales correspondantes des équinoxes sur celles des sols- 
tices. Ce second excès est un peu plus que double du premier. Par 
le n*" 22 il doit surpasser le double du premier de la quantité 

6.(i + 3.cos.2Ô) (L / \ 4i L' I I f\\ 

qui, réduite en nombres, est égale à 2"*%o5o. Les observations 
donnent i°'%656 pour cette même quantité : la diflférence est dans 
les limites des erreurs dont elles sont susceptibles. 

L'excès i7°'%864 des marées totales des syzygies des équinoxes 
sur celles des solstices est l'efTet des déclinaisons du soleil et de 
la lune, qui affaiblissent l'action de ces astres sur la mer. Cet 
excès, par le n*" 22, est égal à 

kl L! ( , f , ^ ,v ,\ 2m'. Q 



2^j7:T-(/>-7)+4^-7^-(p-(i--2m\Q.cos.e')-7|i--- 



ces. e 



OU à 



2 P-jTT- (/>-?)+ 4^-77- (i-2'w'-Q)-(/>W) 

+ 2P.-77.-^. 2 m'.Q. (1 — COS. e').|p'H ^,1; 

r ^ 40 ^ 'Y COS. e J 

or on a, par le numéro précédent, 

^^•!^ + |r-(i-2m'.Q)U6-,2d9o; 
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de plus, on verra ci-après que -77. (i— 2 m. Q) est à très-peu près 
égal à -7; enfin on peut supposer ici cos'. e'= -^; la fonction 
précédente devient ainsi 

En régalant à l'excès observé, i7*"%864, on pourra déterminer 
2 m'. Q, et Ton trouvera 

2 m. Q=^ — 0,10637. 

Il semble donc résulter des observations précédentes que la rapi- 
dité du mouvement de la lune dans son orbite augmente, à Brest, 
d'environ ^ l'action de la lune pour soulever les eaux de la mer, 
comme elle retarde d'un jour et demi l'instant du maximum des 
marées; mais cet élément délicat doit être déterminé par un plus 
grand nombre d'observations. 

27. Comparons enfin les marées des syzygies des solstices 
d'hiver à celles des syzygies des solstices d'été de la table I , pour 
avoir l'efiet de la variation des distances du soleil à la terre, sur 
les marées. Si l'on ajoute ensemble les marées totales des jours 
1 et 2, dans les solstices d'hiver de la table I, on aura i3A"'%702 
pour leur somme. La même somme dans les marées syzygies des 
solstices d'été est i2 9"'%090 plus petite que la précédente de 
5"%6i2; ce qui prouve l'influence de la plus grande proximité 
du soleil, en hiver qu'en été, sur les marées. 

Pour comparer, sur ce point, la théorie de la pesanteur aux 
observations, nommons / la somme des carrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil dans les syzygies des solstices d'été de la 
table I; nommons /' la même somme pour la lune. Considérons 
ensuite que le soleil est d'environ -^ plus près de nous en hiver 
que dans sa moyenne distance, ce qui augmente d'un vingtième 
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la valeur de — qui, par la raison contraire, est diminuée d'un 



r 



vingtième en été. Cela posé, les formules du n*" 22 donnent 

pour l'excès que les observations ont donné égal à 5"®, 6 1 2 ; or on a 

j'ai trouvé de plus /= 10,16776; /'= io,3Ai3i; la fonction pré- 
cédente devient ainsi, 4"*%2 57; ce qui ne diffère que de l'^^Sôô 
du résultat de l'observation. 

28. L'effet de la variation des distances de la terre est beau- 
coup plus sensible pour la lune que pour le soleil. Afin de com- 
parer, sur ce point, la théorie aux observations, j'ai ajouté les 
marées totales du premier et du second jour après celui de la 
syzygie, dans douze syzygies où le demi-diamètre de la lune, 
alors voisine du périgée, surpassait 3o', et dans les douze syzygies 
voisines et correspondantes où le demi-diamètre de la lune, alors 
voisine de son apogée, était au-dessous de 28'; j'ai choisi ces deux 
jours parce qu'ils comprennent entre eux l'instant du maximum 
des marées dont ils sont très-proches- La table suivante renferme 
les jours de ces syzygies et les marées totales qui leur corres- 
pondent. 

TABLE IIL 

Jours de la syzygie. Marées totales périgées. Marées totales apogées. 

mètres. mètres. 

17 1^. 16 janvier i3,3o5 

3o janvier 1 o,654 

1 A avril i3,5q9 

29 avril 10,778 

10 août 10,453 

2 août 1 4^126 

8 septembre io,6i4 
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Jours de la syzygie. Marées totales périgées. Marées totales apogées. 

mètres. mètres. 

1714. 2 3 septembre 1 4,539 

8 octobre 10,68 1 

2 3 octobre 1 3,4 70 

1715. 5 mars i4,3oo 

20 mars 10,986 

4 avril 1 4,061 

18 avril 10,372 

12 octobre i4,4i5 

27 octobre io,45i 

1 1 novembre i3,7i 1 

26 novembre 9*986 

1716. 6 mai 10, 244 

21 mai i3,i86 

5 juin 9,592 

igjuiiï i3,479 

4 juillet 9»75o 

19 juillet 12,1 35 

On voit, par cette table, que les marées totales correspondantes 
aux demi-diamètres de la lune, plus grands que 3o', sont constam- 
ment plus grandes que celles qui correspondent aux demi-diamè- 
tres plus petits que 2 8'. Si Ton ajoute ensemble les marées totales 
relatives aux plus grands demi-diamètres, on aura i64™*',2 56 pour 
leur somme. Celles des marées totales relatives aux douze plus 
petits demi-diamètres est i2 4°'%56o. La difïérence de ces deux 
sommes est 39™%696i. Voyons ce quelle doit être par la théorie. 
Si Ton néglige, comme on l'a fait dans l'expression de y du 
n'^ 21, la quantité [A!^ qui, dans le cas présent, est insensible, 
soit par elle-même , soit parce que les déclinaisons de la lune ont 
été alternativement boréales et australes dans les observations de 
la table III, il est visible, par cette expression, que Ton aura la 
partie de la différence demandée, relative aux termes dépendants 
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de P, 1** en prenant le demi-diamètre moyen de la lune, dans 
les vingt-quatre observations de la table, demi-diamètre que je 
trouve égal à 2917"; 2° en multipliant, dans chaque observation, 
le carré du cosinus de la déclinaison de la lune, par le cube du 
rapport de son demi-diamètre, à 2917"; 3** en faisant une somme 
de ces produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le 
demi-diamètre de la lune surpasse 3o', somme que je trouve égale 
à 1 3,58^6, et en en retranchant la somme des mêmes produits 
relatifs aux douze observations dans lesquelles le demi-diamètre 
de la lune a été au-dessousde 28', et que je trouve égale à 9,3628; 
4° enfin en multipliant la différence 4,22 18 de ces deux sommes 

par 4P. -77, r étant ici la distance moyenne syzygie de la lune, 

^ L 

ce qui donne 4 P-^t;- 4,2218 pour la partie de la différence de- 
mandée, qui dépend de P. 

Pour avoir la partie qui dépend de Q, nous observerons que, 
par le n** 20, cette partie ajoute à l'expression de ay le terme 

— 2FQ.'j--.-T^.cos\v : on a par le n** 22,-7— .cos'.v=j—.cos.e ; 

et si Ton prend pour unité la moyenne distance de la lune à la 
terre, on a à très-peu près -7--= -7^; le terme précédent devient 
ainsi, — 2 m'PO.-^.cos. e', cos. e' pouvant être supposé égal à 




-^- , a' étant la somme des carrés des cosinus des déclinaisons 

2 4 ' 

de la lune dans les vingt-quatre syzygîes de la table II, somme 
qui, par le numéro précédent, est égale à 20,75529. On aura 
donc la partie de la différence cherchée, relative à Q, i*" en fai- 
sant une somme des cinquièmes puissances du rapport du demi- 
diamètre de la lune dans chaque observation périgée, à 2917', 
et en en retranchant la même somme relative aux observations 

apogées; 2'' en multipliant le reste par — 8m'PQ.-7r. v/"7"- On 
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trouve ainsi — 8 m'PQ. -77. 6,9091, r se rapportant ici à la 

moyenne distance syzygie de la lune. 

En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la dif- 
férence demandée sera 

j, SmPQ.—ç. (1 — 2rn.Q). 2,6873 
AP.-TT. (1 — 2 m'. Q). 4,22 18 r-n ; 

on a, par le n^'âS, 

2 P.^. (1-2 m\ Q) =m. 6-2490, 
la différence précédente devient ainsi 

1 — 2 m .Q ' î^ 

En régalant à la différence observée 39™%696i, on trouve 
2m'Q=o,o342 5, valeur insensible et d'un signe contraire à celui 
de la valeur déterminée dans le numéro précédent, par les phé- 
nomènes des marées relatifs aux déclinaisons. On voit, par la 
grandeur du coeiDcient de 2 m.Q, dans la différence précédente, 
que les phénomènes des marées, dépendants de la variation de 
la distance de la lune à la terre, sont très-propres à la déter- 
miner, et il en résulte que 2 m. Q est très-petite et même insen- 
sible à Brest. 

En vertu des inégalités de la seconde espèce ou dont la période 
est à peu près d'un jour, les marées du soir surpassent, à Brest, 
celles du matin dans les syzygies des solstices d'été; elles en sont 
surpassées dans les syzygies des solstices d'hiver. Pour déterminer 
la quantité de ce phénomène, j'ai ajouté, dans dix-sept syzygies 
vers les solstices d'été, l'excès des marées du soir sur celles du 
matin, le premier et le second jour après la syzygie. Le maximum 

TOME II. 38 
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des marées tombant à peu près au milieu de ces deux jours 
d'obseiTation , la variation journalière de la hauteur des marées 
dues aux inégalités de la troisième espèce est presque insensible 
dans le résultat, qui ne doit, par conséquent, renfermer que l'ex- 
cès des marées du soir sur celles du matin, dû aux inégalités de 
la seconde espèce. La somme de ces excès, dans les trente-quatre 
jours d'observation , a été de 6"'% 1 3 1 . 

J'ai ajouté pareillement l'excès des marées du matin sur celles 
du soir, dans onze syzygies vers les solstices d'hiver. La somme 
de ces excès, dans les vingt-deux jours d'observation, a été de 
^"'%i09. En prenant un milieu entre ces deux résultats, l'excès 
d'une marée du soir sur celle du matin, dans les syzygies des sols- 
tices d'été, ou d'une marée du matin sur celle du soir dans les 
syzygies des solstices d'hiver, en vertu des inégalités de la seconde 
espèce, est de o"^,i83. 

Cet excès est, par le n** 21, égal à 

2 A. |— .sin.v. cos.vH — 77.sin. v'. cos.v'j.cos. (X — y) : 

cette fonction est donc égale à o"%i83. Il est probable que 
COS. (X — y) diffère peu de l'unité; une longue suite d'observations 
des basses mers du matin et du soir fera connaître exactement sa 
valeur. 

Des hauteurs des marées vers les quadratures. 

29. Pour déterminer ces hauteurs par la théorie, nous re- 
prendrons les expressions complètes de y et de j' du n*" 2 1 , et 
nous observerons que si l'on change \f/' dans loo^^H- \|/' ou dans 
300*" -h \f/', suivant que la lune est vers son premier ou vers son 
second quartier, on aura, en réduisant j et y" en séries, ^' — >(/ 
étant supposé peu considérable, comme cela a lieu vers les qua*- 
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dratares, et en négligeant les termes multipliés par Q, 

^,__(^^cos^jL ._3_ _^^ 3_^.^._ j 



8^-(-^) 



) 



"•{-TT. cos'.v -.cos'.v' 



2 P. —-. COS*. V. -77. COS'. V' 
-7-. COS*. V -. COS*. V 

yzrziA.-T^. sin.v'.cos. v'. sin. (X— y) ±i4. — . sin.v. cos. v. cos.(X— y) 
-h a P. î-77. cos'. v' . cos'. V 

(r* r' 

4P.— . cos'. V.— 7^. cos'. v' 

+ V — r-r ■(+'-'^)'^ 

-r-. cos'.v — -. cos'. V 

le signe -h ayant lieu vers le premier quartier de la lune, et le 
signe — , vers son second quartier. 

L'excès de la marée du soir sur celle du matin, à Brest, dans 
les quadratures des équinoxes, est, en vertu des inégalités de la 
seconde espèce, 

— 3 i4.-?;-.sin.v'. COS. v. COS. (X — y). 

Il en résulte, par le numéro précédent qu'à Brest, la marée du 

soir surpasse celle du matin dans les quadratures des équinoxes 

du printemps; elle en est surpassée dans les quadratures des 

équinoxes d'automne. 

Si , dans un nombre 2 i de quadratures vers les équinoxes , on 

considère les hauteurs absolues et les marées totales àes jours 

33. 
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voisins de la quadrature, en nommant Y' la somme des hauteurs 
moyennes absolues, on trouvera, par l'analyse suivant laquelle 
Y' a été déterminé dans le n° 22, 

r=-^''-(' + ^-"°3\''^^j^.(i-3.sîn\V')-^^.(i-3.sin'.n 

1 



8j-('-è) 



+ 2 iP. -77 . cos*. F' -. cos*. V 

j, I — y.COS'-K 



TT.cos^.r ;.co8* 

3 1-3 

t étant, depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des 
marées jusqu'à Tinstant que l'on considère, le nombre des inter- 
valles d'une marée, à la marée correspondante du jour suivant, 
vers les quadratures des équinoxes ; T et F ' sont les mouvements 
du soleil et de la lune dans cet intervalle, eu égard à l'argu- 
ment de la variation, qui diminue constamment le mouvement 
lunaire dans les quadratures; e et e' sont les inclinaisons des orbes 
de ces astres à l'équateur. 

La valeur de Y' relative à 21 quadratures, dont i sont vers les 
solstices d'hiver, et i vers les solstices d'été, est 



L' L 
+ 2 iP. -TT.cos^.F -.cos*.F| 



V ,.. , ^ („, , r 



|S I «*3 



7— .cosM^ 



+2i^.77r(''+TT)- ^^cos.e-— — .^ 1 ,06 1 1 . tang^.e 

r COS. 6 1 j i-/ i i/f *^ 9 ir 

^ ' f-77.COS*.y -.COS*.K 

\ r ' r* 
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En nommant Y" les marées totales correspondantes à Y\ on aura 
dans les 21 quadratures des équinoxes, 

IPA—r. cos\ V -. cos\ V 

2^ « 1/ 

j, I -y.COS*.K 

41P.-77. (f'+^Vj-lr' ""r.cos.y'.cos.ep.|i,o6i i.sin'.e'+ ji 



77. cos'.F — -.cos*.F' 



et dans les 2 i quadratures des solstices , 
I PJ-TT- cos*. V . cosV V 

4 iP'—FT* (**+-3V)-|r'. cos.e' 1 .{ j7 r 1,061 i.tang*.e'l. 

r I COS. 8} ï Li , jTf *^ 1 T/ ^ 

77 . cos". V . COS*. V 



r' 



Enfin, on verra, comme dans le n*" 22, que, pour avoir égard aux 

termes dépendants de Q, il suffit de changer L' dans L\li ^j 

dans les expressions relatives aux équinoxes, et L' dans 
L'.(i— 2 m'.Q.cos. e') dans les expressions relatives aux solstices. 
30. Pour comparer ces résultats aux observations, j*ai pris 
dans le recueil cité les observations relatives à vingt-quatre syzy- 
gies vers les équinoxes, et à vingt-quatre syzygies vers les sols- 
tices, en considérant toujours deux quadratures consécutives. 
Voici les jours de ces quadratures à Brest : 

QUADRATURES DES EQUINOXES. 

Années. 

1711. 5 septembre, 19 septembre, 4 octobre, 18 octobre. 

1712. i5 mars, 29 mars, 2 à août, 8 septembre, 22 septembre, 

7 octobre. 
1714. 18 août, 1 septembre, 17 septembre, 3o septembre. 
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Années. 

1715. 12 mars, 28 mars, 22 août, 6 septembre. 

1716. 1 mars, 1 5 mars , 3 o mars, 1 4 avril , 8 septembre , 2 3 sep- 

tembre. 

QUADRATURES DES SOLSTICES. 

1711. 2 3 juîn, 7 juillet. 

1712. 27 mai, 12 juin, 26 juin, 1 1 juillet. 

1714. 21 mai, 5 juîn, 20 juin, ^juillet, i^décembre, 28 dé- 

cembre. 

1715. 26 mai, 8 juin, 2 4 juin, 8 juillet, 18 novembre, 3 dé- 

cembre, 17 décembre. 

1716. 2 janvier, 28 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet. 

J'aurais désiré de considérer autant de quadratures vers les 
solstices d'hiver que vers les solstices d^été ; mais le défaut d'ob- 
servations ne me l'a pas permis. 

Dans chacune de ces quadratures, j'ai pris une moyenne entre 
les hauteurs absolues des deux marées consécutives pour former 
ce que je nomme hauteur moyenne absolue des marées. Tai considéré 
d*abord les deux marées du jour de la quadrature; ensuite les 
deux marées suivantes, puis les deux marées qui les suivent; 
enfin les deux marées qui suivent ces dernières ; en sorte que sou- 
vent les deux marées dont j'ai considéré l'ensemble n'ont point 
eu lieu le même jour : la marée totale est l'excès de la hauteur 
moyenne absolue sur la basse mer intermédiaire. Je désigne par 
o, 1, 2, 3, les numéros de ces marées, en commençant par celle 
du jour de la quadrature. Plusieurs fois la hauteur de la basse 
mer n'a point été observée; quelquefois même on n'a observé 
qu'une des deux hauteurs de chaque jour. J'ai fait usage, pour 
suppléer à ce défaut d'observations, de la même méthode que j'ai 
employée pour les marées syzygies. J'ai obtenu ainsi les résultats 
suivants : 
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TABLE IV. 

QUADRATURES DES EQUINOXES. 

N*' des marées. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales. 

mètres. mètres. 

99>Sii 69,835 

1 94,282 58,638 

2 96,059 62,383 

3 io5,639 81,342 

QUADRATURES DES SOLSTICES. 

mètres. mû 1res. 

O 106,117 82,244 

1 102,997 76,289 

2 103,220 76,654 

3 106,760 84,498 

3L Considérons d'abord Tensemble de ces observations. On 
aura, relativement aux quarante-huit quadratures, les résultats 
suivants. 

TABLE V. 

N** des marées. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales. 

mètres. mètres. 

205,628 i52,079 

1 197*279 134,927 

2 1991279 139,087 

3 212,399 i65,84o 

Prenons pour unité Tintervalle de deux marées du matin ou du 
soir vers les quadratures, et pour époque, l'instant moyen entre 
les deux marées du jour de la quadrature à Brest. Soit, pour un 
jour quelconque voisin de cette phase, a — bx-hcaf Texpression 
de la hauteur absolue de la marée; x étant le nombre des inter- 
valles pris pour unité dont cette marée suit l'époque. Si cette ex- 
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pression se rapporte à une marée du matin, l'expression de la 
marée du soir du même jour sera a — h. (^-f-y) -+-c. (^-f-y)*, en 
ne considérant que les inégalités dont la période est à peu près 
d'un demi-jour. En ajoutant ces deux expressions, la moitié de 
leur somme sera la hauteur moyenne absolue de la mer; l'expres- 
sion de cette hauteur est ainsi 

a-f-y^c— fc.(a;-+-|)-hc.(a:-}-|)*. 

L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant la théo- 
rie, de la forme 

en faisant àoncx-{-\=it l'expression de la marée totale sera de 
la forme 

m — 2 ht-\-i cV. 

Le minimum de cette marée a lieu, lorsque f= — ;; cette valeur 

de t est pareillement la valeur de x, correspondante au minimum 
de la formule a — bx-i-cxK 

Pour déterminer — , on peut faire usage des marées totales de 

la table V; mais les hauteurs absolues de la même table ayant été 
observées avec plus de soin que les marées totales, nous ferons 
usage de leur ensemble. Soient donc f, f, j\ j^ les quatre 
sommes que l'on obtient en ajoutant la hauteur moyenne abso- 
lue à la marée totale qui lui correspond dans la table; l'expression 
analytique de ces sommes sera de la forme h — ibt-hi*cV. En 
supposant successivement t=o, f=i, t=2, f=3, on aura les 
valeurs àef,f\f,f^, d'où l'on tirera 

■l 2- f+f'-f-f 
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et par conséquent, 

On verra ci-après que Tintervalle pris pour unité est iJ,o52 1 ; 
ainsi Tintervalle depuis Tépoque jusqu'au minimum des marées, 
évalué en jours, est i^SGSg. Dans ces observations l'heure de l'é- 
poque a été, à Brest, oJ,6i2 1, et l'heure moyenne de la quadra- 
ture a été oJ,4683; en sorte que la quadrature a précédé l'époque 
de oJ,i438. En ajoutant cette quantité à iJ,3639, on a iJ,5o77 
pour l'intervalle dont le minimum de la marée suit la quadrature; 
ce qui diffère très-peu de l'intervalle iJ,5o72 4 , dont on a vu, dans 
le n** 24, que le maximum des marées suit la syzygie : ces deux 
intervalles sont donc égaux, comme ils doivent l'être par la théo- 
rie. Nous les supposerons l'un et l'autre de 1^,50724. 

Déterminons la loi des variations des hauteurs moyennes abso- 
lues, et des marées totales, dans les quarante-huit quadratures 
précédentes. Pour cela, prenons pour unité l'intervalle de deux 
marées consécutives du matin ou du soir vers les quadratures, et 
nommons k la quantité dont l'instant moyen du minimum des ma- 
rées a précédé le milieu de l'intervalle compris entre les quatre 
jours d'observations. Soit a-hbV l'expression générale des hau- 
teurs moyennes absolues de la table V, t étant la distance à l'ins- 
tant du minimum de ces hauteurs. Les hauteurs moyennes abso- 
lues correspondantes aux n*** o , 1 , 2 , 3 seront 

a-hb.{\—k)\ a-f-è.(|— A')S a-}-b.{i-^-k)\ a+è.{|-4-^)\ 

Si de la somme des deux extrêmes on retranche la somme des 
deux moyennes, on aura 4 b pour la différence qui, par la table V, 
est égale à 2i°'%469; d'où l'on tire è = 5™%3672. 

Si l'on représente semblablement par a-+-b'V les marées totales 
de la table V, on trouvera de la même manière 6=io"'%9887. 

TOME II. 39 
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Suivant la théorie fc=-|-è = 5°'%4943; la difiFérence entre cette 
valeur de b et la précédente est dans les limites des erreurs des 
observations. 

Si Ton prend pour b le tiers de la somme des deux valeurs de 
b et de b\ et pour V le double de ce tiers, on aura 

6 = 5'"%45ao, 6 = io'"%9o4o. 

Pour déterminer a et a nous observerons que la somme des 
quatre expressions précédentes des hauteurs absolues des marées 
est 4aH-fc.(5-h4.A:*). Cette somme est, par la table V, égale à 
8i4°'%585; on a donc 

8i4"^,585-(5+4A0-5™''^S2o 

4 

On trouvera de la même manière, 

, 59i'°'.o83— (5+AA'). io'°',9o4o 

4 

Pour déterminer k, nous observerons que l'heure moyenne de la 
quadrature, k Brest, dans les quarante-huit quadratures de la 
table V, a été 0^,46829; en lui ajoutant 1^,50724, distance de la 
quadrature, au minimum des marées, on aura 1^,97 553 pour la 
distance de l'instant du minimum des marées au minuit qui pré- 
cède la quadrature. L'instant moyen, à Brest, entre les deux ma- 
rées du jour de la quadrature, a été, dans les observations de la 
table V, oJ,6 1 2 1 5; en lui ajoutant f de l'intervalle pris pour unité, 
et qui est égal à iJ, 05207, on aura 2^,19025 pour la distance du 
minuit qui précède la quadrature, au milieu de l'intervalle com- 
pris entre les observations extrêmes de la table. Si Ton en re- 
tranche 1^,97553, la difiFérence 0^,21472 sera la valeur de k ex- 
primée en jours : en la divisant par iJ,o5207, on aura 0,204093 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE QUATRIÈME. 307 

pour cette valeur exprimée en parties de Tintervalle pris pour 
unité; d'où Ton tire 

ainsi lexpression des nombres de la table V, relatifs aux hauteurs 
absolues des marées, est 

i96'"%6o4-+-5"'%452o.r; 

et l'expression des nombres de la même table, relatifs aux marées 
totales , est 

i33"*%886-4-io*",9o4o.r 

Comparons maintenant ces formules données par l'observation 
aux formules du n** 29 données par la théorie de la pesanteur. 
Soit e la hauteur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du 
niveau d'équilibre que la mer prendrait sans l'action du soleil et 
de la lune; soit de plus h la somme des carrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil, aux instants des phases, dans les quadra- 
tures de la table V, et K cette même somme relativement à la 
lune; on aura, par le n'' 29, 



5 



P. 



On a, relativement à Brest, par le n° 25, 

3-r-77 = o '02745; 



8^-(-^) 



mais dans les quarante-huit quadratures que nous considérons, 
la valeur de — n'est point exactement égale à sa valeur moyenne. 



39. 
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La table V comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes, 
dix-huit quadratures d'été et six quadratures d'hiver; or on a vu, 

dans le n** 27, que dans les quadratures des solstices d'été, — est 

diminué d'un vingtième, et qu'il est augmenté d'un vingtième 
dans les quadratures des solstices d'hiver; il faut donc multiplier 

la valeur moyenne de — par j^ pour avoir sa valeur moyenne 

dans les quarante-huit quadratures : de plus, -77 est moindre d'un 

quarantième, dans les quadratures, que dans les moyennes dis- 
tances, à raison de l'argument de la variation; et comme il est à 

très-peu près égal à — ^ dans les moyennes distances , il doit être 

supposé, dans les quadratures, égal à -^^^ — . Enfin, j'ai trouvé 

dans les quadratures précédentes , 



ftzzz: 44, 16767, /t' = 44,45074. 



On a, cela posé, 



^•^''"^•'°^.i^.(/»-32)-H^.(/.'-32)[=3-989. 



8^.(1- 



L'expression des marées totales de la table V, comparée aux for- 
mules du n"* 29, donne 

2P.\^ — ^î-+-JL.è=i33-,886. 

Cette équation a besoin d'une légère correction qui tient à ce 
que, dans les quadratures de la table V, il y a dix-huit quadra- 
tures d'été et six quadratures d'hiver; or la basse mer de ces 
quadratures correspond à la haute mer solaire du soir, qui en été 
surpasse, à Brest, la haute marée solaire du matin de o™%o457; 
il faut donc augmenter i33°*%886 de six fois o™%o457 pour le 
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rendre indépendant des inégalités dont la période est à peu près 
d'un jour, et alors on a 



d'où Ton tire 



^^.1^-^1=133-819; 



2^,778. 



Les observations des syzygîes nous ont donné, dans le n"" 25, 
e= 2'"*,82 7. La petite différence de ces deux valeurs dépend-elle 
des erreurs des observations, ou de ce que la mer ne s'abaisse 
pas entièrement, à Brest, à la hauteur déterminée par la théorie 
dans les grandes marées, comme je le présume? C'est ce qu'un 
plus grand nombre d'observations fera connaître. 
Reprenons l'équation 

• — n ^-^^iSS'-SSiq. 

L L 

Pour réduire les valeurs de — et de -77 aux moyennes distances 

du soleil et de la lune, il faut multiplier la somme des carrés des 
cosinus des déclinaisons du soleil dans les quadratures des sols- 
tices de la table V par -j-|-, pour avoir égard au nombre plus grand 
des solstices d'été que des solstices d'hiver; en ajoutant ensuite 
le produit à la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du 
soleil, dans les quadratures des équinoxes, la somme sera la valeur 

de h dont on doit faire usage. Je trouve ainsi /t = 43,6507. 

L' . . . 

Dans les quadratures, la valeur de -77 doit être diminuée d'un 

quarantième, à raison de l'argument de la variation, ce qui re- 
vient à diminuer dans le même rapport K, qui se réduit alors 
à 43,3396; on a donc 

2P.J43,3395.^— 43,6557. ^j=i33-,8i9, 
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r et r étant les moyennes distances du soleil et de la lune à la 
terre. On peut donner à cette équation la forme suivante , 

2P.43,3395.j^ — ^j— 2P.o,3i62.^ = i33°^%8i9. 
Dans le petit terme 2P. o,3i62.— , on peut supposer 

k-± (^' -k\. 

on aura donc 



d'où Ton tire 



2P.43,i8i4.j^ — ^j=:i33-^%8i9; 



^^-Itt — ^l=3'"%o99o. 



Nous avons trouvé, dans le n"* 25, 

2^-J7r + ^j=6"%249o; 
ce qui donne 

-^=2,9677.-: 
ainsi Ton peut supposer, à très-peu près, -77 triple de —. Mais 



on doit observer ici que ce rapport n'est pas exactement celui des 

masses de la lune et du soleil, divisées respectivement par les 

cubes de leurs moyennes distances de la terre. Il résulte du n** 25 

que L et L exprimant ces masses , et mt, m t exprimant les moyens 

mouvements de ces astres autour de la terre, le rapport trouvé 

• j X 1 • j L'.fi— 2m'.Q) , L.fi— 2m.Q) ., . , 

ci-dessus est celui de — ^^ — r^ — -^ à — ^ — ; — ~; il ne peut donc 

L L 
être pris pour celui de -77 à — , que dans le cas où Q est nul ou 
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insensible, et Ton a vu précédemment que cela a lieu, à fort peu 
près, dans le port de Brest. 

Déterminons la variation des marées près de leur minimum, 
qui résulte de la théorie. Pour cela , reprenons les valeurs de Y" 
du n" 29. Soient p et p les sommes des carrés des cosinus des 
déclinaisons du soleil et de la lune, dans les quadratures des 
équinoxes de la table V; soient (j eiq les mêmes sommes dans les 
quadratures des solstices de la même table; on pourra supposer, 
dans ces expressions, 

cos*.e= -V, cos*.e = -^; 

le terme multiplié par V dans l'expression de Y", relative aux 
vingt-quatre quadratures équinoxiales , devient ainsi 



f|48.P.^.f'.jr'-^V9pf.U6ii.(^) 



L 



H TT 



3 9 t *^ *^\ 



r' et r étant les mouvements de la lune et du soleil, dans les 
quadratures, pendant l'intervalle pris pour unité, et qui, dans 
les quadratures équinoxiales, est égal à 1^,057496 : on doit ob- 
server que, dans les quadratures, F' est constamment diminué en 
vertu de l'inégalité de la variation. 

Le terme multiplié par V dans l'expression de Y\ relative aux 
vingt-quatre quadratures solsticiales de la table V, devient, en di- 
minuant — d'un quarantième, parce qu'il y a dix-huit solstices 
d'été sur six solstices d'hiver, 



\t 



i± AS p li. tAr K /-^^ —i \-2îJ^—-io6ii^^^^\- 



"T ) ( r'* r* 
24 
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r' et r étant les mouvements de la lune et du soleil dans ces qua- 
dratures pendant l'intervalle pris pour unité, et qui, relativement 
aux quadratures des solstices, est égal à iJ,o46644. 

— et -77 sont réduits, dans ces expressions, aux distances 

moyennes du soleil et de la lune à la terre, dans lesquelles on a 

M; = ^, qP. -^=1.6-. 490. 

J'ai trouvé 

^ = 23,6884i» ^ = 20,69652, (jf = 2o, 47926, (jf = 23, 75422; 

on aura, cela posé, 7'"®,8i9 pour le terme multiplié par t\ dans 
l'expression de Y\ relative aux vingt-quatre quadratures équi- 
noxiales, et 2°'%794 pour le même terme relatif aux vingt-quatre 
quadratures solsticiales. La somme de ces deux termes est 
io°'%6i3, ce qui diffère très-peu du résultat io"'%9o4o que don- 
nent les observations solsticiales de la table V. 

32. Considérons séparément les marées des quadratures des 
équinoxes, et celles des quadratures des solstices. On trouvera, 
par la méthode du numéro précédent, 

94"%o33-+-3°^%747.r, 
58"*%37o-t-7°*%495.r, 

pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales 
des équinoxes de la table IV : les expressions des mêmes quanti- 
tés relatives aux marées solsticiales de la même table sont 

io2°^%57i -f-i°^%7o5.«% 
75»'^%5i7 + 3°*%4io.r. 

On voit d'abord que les marées croissent plus rapidement dans 
les équinoxes que dans les solstices, ce qui est conforme à la 
théorie. Suivant les observations, le coefficient de f", relatif aux 
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marées totales, est 7""%495 dans les équinoxes, et 3"%4io dans 
les solstices, et Ton a vu, dans le numéro précédent, que la théo- 
rie donne 7°'*',8i9 et 2"%794 pour ces mêmes coefficients : la dif- 
férence est dans les limites des erreurs des observations et des 
éléments employés dans le calcul. 

Si Ton retranche le premier terme de l'expression des marées 
totales des équinoxes du premier terme de leur expression dans 
les quadratures, la diflFérence 17°% 1^7 sera TeiFet des déclinai- 
sons des astres. Pour le rendre indépendant des marées dont la 
période est à peu près d'un jour, il faut, comme on Ta vu dans 
le numéro précédent, lui ajouter six fois o™*,o457, et alors il de- 
vient i7"'%42i. 

Suivant les formules du n** 29, cet effet est égal à 

iT•2P.[^.{p-Hy)^--^.((l— 2m^Q.cos.e).(y — (^ 
ou 



3 9 

4 



•^P']-p-{p-<i)-+-—A^—^'^'-Q)-{i'—p) 



-^-H-2^-^(i-2'»'.Q)(i-cos.e').(9'+3£7).7:^^. 

expression dans laquelle on peut supposer cos. e'=i /-^, et qui 
en observant que 



devient 



1 s-^sse 1 -h ^"^'P,, . 1 5°^%o 1 5. 

1 — 2 m . Q 



En régalant au résultat de l'observation, i7™*,42i, on a 

2 m.Q= — 0,1061, 

TOME II. '*0 
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résultat conforme à celui que les observations syzygies nous ont 
donné dans le n"* 26 , mais d'un signe contraire au résultat trouvé 
dans le n** 27, par la comparaison des observations périgées et 
apogées. Il suit de là que Ton peut négliger les termes dépen- 
dants de Q, jusqu'à ce qu'un très-grand nombre d'observations 
en ait fixé la véritable valeur. 

33. On a vu, dans le n° 29, que les marées du soir doivent 
l'emporter, à Brest, sur celles du matin, dans les quadratures de 
l'équinoxe du printemps, et que le contraire a lieu dans les ma- 
rées quadratures de l'équinoxe d'automne. Pour vérifier ce phé- 
nomène, j'ai ajouté dans onze quadratures, vers les équinoxes du 
printemps, l'excès des marées du soir sur celles du matin, le pre- 
mier et le second jour après la quadrature. La somme de ces excès 
a été de 3"'%i43. J'ai trouvé pareillement S^'SSSô pour la somme 
des excès des marées du matin sur celles du soir, dans treize 
quadratures vers les équinoxes d'automne. Le milieu entre ces 
observations donne o™%i38 pour l'excès d'une marée du soir sur 
celle du matin, dans les quadratures de l'équinoxe du printemps, 
ou d'une marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures 
de l'équinoxe d'automne. 

Nous avons trouvé, dans le n" 28, o^'SiSS pour l'excès des 
marées du soir sur celles du matin, dans les syzygies des solstices 

d'été. Cet excès est au précédent, suivant la théorie, dans le rap- 

L V L 
port de — H — 77 à —r;, ou de 4 à 3; ce qui est, à fort peu près, 

le rapport des nombres 0,1 83 et 0,1 38. 

Enfin , j'ai trouvé que l'influence de la variation de la distance 
lunaire se manifeste d'une manière aussi sensible, par les obser- 
vations, dans les marées quadratures que dans les marées syzy- 
gies. 
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Des heures et des intervalles des marées, vers les syzygies. 

34. Reprenons Téquation trouvée dans le n*" 21, 

— .cos*.v.sin.2 (^|/ — y\/') 



tang. ti .(nf-h-tsT — y\/' — X)= -p r- 



r ' 

et donnons-lui cette forme 



^ . COS*.V -H ; . COS\ V. COS. 3 (\// y\/') 



L 

-T;.cos".v'.sin.2 (^|/' — y\/) 

tang. 2 .[nt-hts — y^ — ^)= 7 p • 

— . cos\ vH — TT . cos". v'. COS. 2 (>//' — y^) 

L'angle ^|/' — \// étant peu considérable vers les syzygies, nous pou- 
vons négliger sa troisième puissance; nous aurons ainsi 

U 

y. • ^os\ v'. (^|/'— ^|/) 
Tif-htsT — y^ — X= -T7 j . 

-7- . COS". v'h 7 . COS\ V 

Considérons Tinstant moyen entre les deux pleines mers du même 
jour, instant que nous nommerons heure de la marée totale : l'équa- 
tion précédente aura lieu encore pour cet instant, pourvu que 
les variables nt, \// et \//' s'y rapportent; or nf-ht» — -^ est Tangle 
horaire du soleil, et ^|/' — ^|/ est nul au maximum de la marée to- 
tale; en nommant donc T Theure en temps vrai de ce maximum, 
ITieure vraie de la marée totale d*un jour quelconque sera 

-p^.cos\v'.(f— >//) 



— 7T . COS*. v H : . COS*. V 

r ^ r^ 



le second terme de cette expression étant réduit en temps, à rai- 

40. 
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son de la circonférence entière pour un jour. Soit v le mouve- 
ment synodique de la lune dans les syzygies, pendant Tintervalle 
compris entre deux marées consécutives du matin ou du soir 
vers les syzygies, intervalle que nous prendrons pour unité; soit 
t le nombre de ces intervalles, depuis Tinstant du maximum dans 
les syzygies des équinoxes; ^|/' — "^ sera égal, à très -peu près, à 
t.v.cos.e, et Ton pourra supposer cos*. v'=cos*.v; l'heure en 
temps vrai de la marée sera donc 



r+î: 



r,'tV .COS. e 



L 



Dans les solstices, (>//' — -^j-cos-v, est, à très-peu près, égala 
tv, et Ton peut supposer encore cos". v'=cos".v; l'heure vraie de 
la marée sera donc 

L 



T-\- 



.tv 

r ' 



(L ^ L\ 



t, dans ces formules, devant être supposé négatif relativement 
aux marées antérieures au maximum. Comparons-y les observa- 
tions. 

35. Pour cela j'ai déterminé les heures des marées totales de 
la table I dans les jours o, i, 2 et 3, en prenant le milieu entre 
les heures des deux pleines mers qui se rapportent au même jour, 
ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. JTai trouvé 
les résultats suivants: 
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TABLE VL 

SYZYGIES DES ÉQUINOXES. 

Jours comptés Heures, en temps vrai, 

de la syiygie. de la marée totale à Brest. 

oJ 0^,39708 

1 o ,42222 

2 O ,44733 

3 ,47359 

SYZYGIES DES SOLSTICES. 

QJ 0^,39606 

1 0,42692 

2 O ,45369 

3 0,48186 

Considérons d'abord Tensemble de ces observations. En prenant 
une moyenne entre les heures des marées totales de cette table, 
correspondantes au même jour, dans les syzygies des équinoxes et 
dans celles des solstices, on aura 0^,39657; 0^,42407; oJ,45o5i; 
0^,477725, pour les heures vraies des marées totales correspon- 
dantes aux jours, o, 1, 2, 3. Soit a -f- è f' Texpression générale de 
ces heures, t' étant le nombre des intervalles pris pour unité, 
comptés de Tinstant de la marée totale du jour de la syzygie. En 
retranchant l'heure de la quatrième marée de celle de la pre- 
mière, la diflFérence sera égale à 3 è; d'où l'on tire fc=oJ, 027052. 
Si, de la somme des quatre heures précédentes, on retranche 
6fc, la différence sera 4û, ce qui donne a=oJ, 39664; ainsi l'ex- 
pression de ces heures est 

oJ, 39664 H- oJ, 027052 .t\ 

Pour en conclure la constante Tdu numéro précédent, nous ob- 
serverons que quand la marée s'éloigne de 1^027502 de la syzy- 
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gie, son heure augmente de 0^,027052; or, dans les syzygies de 
la table précédente, l'heure de la syzygie, à Brest, a été par un 
milieu, à 0^,^5667; en supposant donc que cette heure soit 
QJ, 45667— d?, l'heure de la marée totale sera 0^,39664+0,027052.0:, 
et cette dernière heure suivra la syzygie de 1 ,02 7052 .a:— oJ,o6oo3 : 
maintenant Test l'heure de la marée totale correspondante au maxi- 
mum, et, par le n** 24, cette marée suit la syzygie de iJ,5o724; en 
égalant donc à cette quantité la fonction 1,027052.0: — oJ,o6oo3, 
on déterminera x, et l'on trouvera 

0^39664 "ho,027o52 .a;=oJ, 43793: 

c'est la valeur de T à Brest, et ce serait, dans ce port, l'heure 
de la marée totale solaire, si le soleil agissait seul sur la mer, en 
supposant cet astre mû uniformément dans le plan de l'équateur. 
Si l'on en retranche un quart de jour, la diflFérence 0^,18793 se- 
rait, dans ces suppositions, l'heure de la pleine mer solaire à 
Brest, comptée du minuit ou du midi vrai. 

Déterminons la valeur du coefficient de f', qui résulte de la 
loi de la pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce 
coefficient, dans les syzygies des équinoxes, est égal à 

L 

TT . f . C08. e 



r' 



• 



L L' ' 






l'angle v est, par le n*" 25, égal à i4i866'': en le divisant par 4> 
pour le réduire en parties du jour, il devient oJ,o3 54655. On peut 

supposer COS. e' égal à\ /-^, a étant, parle n'^ 25, égala 20,75529; 
on a d'ailleurs dans les syzygies des équinoxes, -?^=:^^.—; mais 
il faut diminuer cette valeur d'un trentième, parce que dans l'é- 
quation -^ = o , du n"* 2 1 , les expressions de — et de -77 sont 
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multipliées respectivement par n — m, et n — m, mt et mt étant 
les mouvements du soleil et de la lune; m — m est un trentième 
à peu près de /i — m; on trouvera ainsi 0^,024679 pour le coeffi- 
cient de t' dans les syzygies des équinoxes, qui résulte de la 
théorie. 

Dans les syzygies des solstices, ce coefficient est, par le nu- 
méro précédent, égal à 

U 



^ 



cos.v 




Nous pouvons supposer cos. v'=i /-^, ce qui donne oJ, 028608 

pour ce coefficient. En l'ajoutant au précédent, et prenant la 
moitié de la somme, on aura oi,o 26641, égal au coefficient de t' 
que donne la théorie, relativement à l'ensemble des syzygies de 
la, table VI; ce qui diffère peu du résultat 0^,027052 donné par 
les observations. 

Pour faire coïncider les deux résultats des observations et de 

la théorie, il faudrait augmenter un peu le rapport de -77 à — , 

ce qui fournit un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais 
on déterminera cet élément important avec exactitude, en em- 
ployant les diffi^rences des heures observées des marées, à trois 
jours et demi à peu près de distance de part et d'autre, du maxi- 
mum des marées. Pour cela j'ai considéré, dans le recueil cité 
d'observations, 98 syzygies, et j'ai ajouté les heures des pleines 
mers du matin et du soir du second jour avant la syzygie, ces 
heures étant comptées du minuit vrai pour les marées du matin , 
et du midi vrai pour les marées du soir : lorsque l'heure de la 
marée n'a été observée qu'une fois dans un jour, je l'ai doublée; 
ce qui m'a donné 196 observations. J'ai ajouté pareillement les 
heures des pleines mers du matin et du soir du cinquième jour 
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après la syzygie. La somme de ces heures a été 16^,997222 rdia- 
tivement au second jour avant la syzygie, et 55^,386 1 1 1 pour le 
cinquième jour après. Leur différence, divisée par 196, est égale 
à 0^,195862: c'est le retard des marées dans l'intervalle de ces 
observations. 

Reprenons l'équation du numéro précédent, 

U 

-77 . cos*. v'. sîn. 2 (\|/' — >|/) 

tang. 2 (nfH-« — \|/ — ^)^=^ 7 p • 

— . COS*. VH 7^ . COS*. v'. COS. 2 {\|/' — >(/) 

Les 98 syzygies que j'ai considérées, ayant été prises indistincte- 
ment vers les équinoxes et vers les solstices, on peut supposer 
COS*. v'= COS*. V , et \|/' — -^ égal au mouvement synodique de 
la lune, depuis l'instant de la plus grande marée; or cet instant 
a tombé, à fort peu près, au milieu de l'intervalle compris entre 
les observations; on peut donc supposer 2 (>|/' — >|/) égal au 
mouvement synodique de la lune, pendant cet intervalle. De plus, 
l'heure de la plus grande marée est déterminée par l'équation 
nt-hts — \|/ — X::=o; 2 [nt-hts — \|/ — X) est donc le retard delà 
marée, dans l'intervalle compris entre les observations, ce retard 
étant évalué en parties du quart de cercle, à raison de la circon- 
férence entière pour un jour. En le nommant (x, après l'avoir 
ainsi évalué, on aura 

r^ tang./i 

L sin.2(xf/'— >^)— tang./x.cos.2(>|/'— xf/)* 

Les observations précédentes donnent (x= 783448"; mais, parmi 
les observations qui précèdent la syzygie, 112 se rapportent au 
soir, et parmi celles qui suivent la syzygie, 100 seulement se 
rapportent au soir; d'où il est aisé de .conclure que l'intervalle 
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moyen des observalions a été de yj,! 66249. ^^ supposant cet 
intervalle également partagé par Tinstant du maximum de la 
pleine mer, et en ayant égard à l'argument de la variation, on 
trouve 983284", pour le mouvement synodique de la lune dans 
cet intervalle; c'est la valeur de 2 . (>|/' — \|/) : on aura, cela posé, 

-77 = 3, o53 . — . 

Cette valeur se rapporte à la moyenne distance de la lune à la 
terre, parce que l'inégalité de la variation est nulle, à fort peu 
près, aux limites de l'intervalle compris entre ces observations; 
mais il faut, comme on Ta vu, l'augmenter d'un trentième, ce qui 
donne 

valeur très-approchante de 3. Les observations des hauteurs et 
des intervalles des marées concourent donc à faire voir qu'à 
Brest l'effet de l'action de la lune sur les marées est, à très -peu 
près, triple de celui du soleil. 

36. Considérons séparément les syzygies des équinoxes, et 
celles des solstices de la table VI. En appliquant la méthode du 
numéro précédent, on trouvera 

0^39680 -4- oJ,0255o3. t\ 

pour l'expression des heures des marées totales dans les syzygies 
des équinoxes, et 

0^,39648 -4-0^,028600. t\ 

pour cette expression dans les syzygies des solstices. 

L'heure moyenne de la syzygie, à Brest, a été oJ,5i6i2 dans 
les premières syzygies, et 0^,39722 dans les dernières; d'où l'on 
tire T égal à 0^,43726 par les observations des syzygies des équi- 
noxes, et régal à oJ,4384i par les observations des syzygies des 

TOMB II. 41 
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solstice»; la difiFérence de ces valeurs à celle-ci 0^,43793 que l'en- 
semble des observations syzygies nous a donnée dans le numéro 
précédent est dans les limites des erreurs des observations. 

Il résulte des expressions précédentes, que le coefficient de f', 
ou, ce qui revient au même, le retard de la marée d*un jour à 
Tautre, vers les syzygies, est plus petit dans les équinoxes que 
dans les solstices. Ce résultat des observations est conforme à la 
théorie qui nous a donné, dans le numéro précédent, 0^,024679 
et oJ, 028608 , pour ces coefficients, qui diffèrent peu des coeffi- 
cients oJ,02 55o3 et 0^,028600, déterminés par les observations. 

37. Le retard des marées, d'un jour à l'autre, varie très-sen- 
siblement avec les distances de la lune à la terre. Pour comparer, 
sur ce point, la théorie aux observations, j'ai ajouté, dans les 
marées périgées de la table III, les heures des pleines mers du 
matin et du soir du jour même de la syzygie, ces heures étant 
comptées du minuit vrai pour celles du matin, et du midi vrai 
pour celles du soir. Leur somme est 3^,476389. J'ai ajouté de la 
même manière les heures des pleines mers du matin et du soir 
du troisième jour après la syzygie, et j'ai trouvé 5^,719444 pour 
leur somme. La différence 2J,243o55 divisée par 72, donne 
oJ,o3i i54 pour le retard des marées d'un jour à l'autre. 

Dans les marées apogées de la même table, la somme des 
heures des pleines mers du jour de la syzygie est 3J,642 36i, et 
la somme des heures des pleines mors du troisième jour après la 
syzygie est 5^,2 2 961 4. La différence 1^,5871 53, divisée par 72, 
donne 0^,02 2 o44 pour le retard des marées d'un jour à l'autre. 
On voit ainsi que ce retard est moindre dans l'apogée que dans le 
périgée de la lune, et, en comparant les résultats précédents aux 
demi-diamètres de la lune dans les observations de la table III, 
on trouve qu'à une minute de variation dans ce demi-diamètre 
répondent 268'' de variation dans le retard des pleines mers d'un 
jour à l'autre. 
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Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations 
de la table III, ayant été prises indistinctement vers les équinoxes 
et vers les solstices, on peut y supposer >|/'— >p égal au mouvement 
synodique delà lune dans les syzygies, et cos*.v'=cos*.v. Dans ce 
cas, le retard des marées d'un jour à l'autre, vers les syzygies, 
est, par le n'' 34, égal à 






.V 



-7- H 



Mais V est plus considérable dans le périgée que dans Tapogée de 
la lune : on a, à fort peu près, dans ces deux points de l'orbite, 
r*v = r'*v^, r' et v^ se rapportant à la moyenne distance syzygie 
de la lune ; l'expression précédente devient ainsi 



L 

r 



m- 



L (r'y L' 

On a vu précédemment que — 7; =^^. — ; mais cette valeur doit 

. ^' J^ L! L 

être diminuée ici d'un trentième, ce qui donne —7^=2,9775. — ; 

j'ai trouvé d'ailleurs dans les syzygies périgées de la table III, 

-{-=1,06057, et dans les syzygies apogées -f^ =0,98943; enfin 

on a, en réduisant v^ en temps, à raison de la circonférence pour 
un jour, v^=o^,o354655; cela posé, la formule précédente donne 
oJ,o3i 126 pour le retard journalier des marées syzygies périgées 
de la table III; et 0^,022272 pour le retard journalier des marées 
syzygies apogées, ce qui diffère très-peu des retards observés, 
oi,o3ii54 et o^,o22o44* 
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Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures. 

38. Si dans Téquation 

-77. cos*.v'. sin.2(>|/' — >|/) 
tang.2 (nf-t-'or — \|/ — X)=i jy 



— . COS*. V H 77 . COS*. v'. COS. 2 (\|/' — >(/) 

on change \|/' dans loo^'-h^l/', ou dans Soo^'-l-xl/', suivant que la 
lune est vers son premier ou vers son dernier quartier, et si Von 
considère d'ailleurs que \|/' — -^ étant peu considérable vers ces 
points, on peut négliger sa troisième puissance, on aura 

U 

^.cos\v'.(f— >|/) 



-77. cos'.v' -. cos*.v 

En nommant donc TTheure vraie du minimum de la marée totale, 
l'heure vraie d'une marée voisine de la quadrature sera 

77-cos\v.(f— >|/) 



-77 . COS*. V : . cos'.v 



les angles -^ et >|/' étant comptés de la quadrature. 

\|/'. cos.v' est le mouvement de la lune dans son orbite vers les 
quadratures des équinoxes; soit F' ce mouvement pendant l'in- 
tervalle de deux marées consécutives'du matin ou du soir vers les 
quadratures, intervalle que nous prendrons ici pour unité; soit ( 
le nombre de ces intervalles depuis le minimum de la marée totale 
jusqu'à celle que l'on considère; on aura \|/'. cos. v^F'f. En nom- 
mant r le mouvement du soleil pendant l'intervalle pris pour 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE QUATRIÈME. 325 

unité, on aura '^=rt. cos.e; l'heure vraie de la marée totale sera 
donc, vers les quadratures des équinoxes, 

■nrT.cos'.v'. , — r.cos.eî.f 

rp r' (cos.v ) 

T' — — L — ; • 

-77 . COS*. V r . COS*. V 

r t 
Dans les quadratures des solstices, on a >|/ =r'. t. cos.e'; >|/= — '- — ; 

rheure de la marée totale est donc alors 

-7r.cos*.v.{r .cos.e \.t 

m ^ { COS.V \ 

^^T . , I . -■ 

—rz . COS*. V . COS\ V 

r* r' 

Comparons ces résultats aux observations. 

39. Pour cela, j'ai déterminé les heures des marées totales de 
la table IV, correspondantes aux n**" o, 1,2 et 3, en prenant le 
milieu entre les heures des deux pleines mers qui se rapportent 
au même numéro, ces heures étant comptées du minuit vrai pré- 
cédent. Tai trouvé les résultats suivants : 

TABLE VII. 

QUADRATURES DES ^QUINOXES. 

N** des marées Heures , en temps vrai , 

totales. de la marée totale, à Brest. 

o 0^,60666 

1 0,66125 

2 O, 72411 

3 o ,77815 

QUADRATURES DES SOLSTICES. 

o oi,6i863 

1 o ,663 1 1 

2 o ,70933 

3 0,75856 
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Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant 
une moyenne entre les heures des marées totales de celte table, 
correspondantes au même numéro dans les quadratures des équi- 
noxes et dans celles des solstices, on aura oJ,6i2i5; 0^,66218; 
0^,71672; 0^,76835, pour les heures vraies des marées totales 
correspondantes aux n*"* o, 1, 2 , 3. En appliquant ici la méthode 
du n*" 35, on trouvera, pour l'expression de ces heures, 

oJ,6i 175 -4-oJ,o52o67 . t\ 

t étant le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de l'ins- 
tant de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en conclure 
la constante T des formules du numéro précédent, nous observe- 
rons que quand la marée s'éloigne de 1^,052067, de la quadrature, 
son heure augmente de 0^,052067 : or dans les quadratures de la 
table VII, l'heure de la quadrature, à Brest, a été, par un milieu, 
à 0^,46828; en supposant donc que cette heure soit oJ,46828-j;, 
l'heure de la marée totale sera 0^,61175-1-0,052067.0;, et cette 
dernière heure suivra la quadrature de 1, 052067. o:-4-oJ, 14347- 
Maintenant T est l'heure de la marée totale correspondante au 
minimum, et, par le n*" 24, celte heure suit la quadrature de 
1^,50724 ; en égalant donc à cette quantité la fonction 

oJ,6i 1 75 + oJ, 052067 -^^ 
on déterminera œ, et l'on trouvera 

oJ,6i 175 H- 0^,052067.0:= 0^,67924: 

c'est l'heure du minimum de la marée totale à Brest, dans les qua- 
dratures. Celte heure doit surpasser d'un quart de jour Fheure 
du maximum de la marée totale, que nous avons trouvée, dans 
le n** 35, égale à 0^,43793. Cependant la différence de ces heures 
n'est que de oJ,24i3i, plus petite d'environ S'y, qu'un quart de 
jour. Cela paraît indiquer une anticipation dans l'heure de la 
pleine mer à Brest, à mesure qu'elle est plus petite : nous avons 
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déjà observé un efiFet analogue dans la hauteur du zéro de Té- 
chelle d'observation, au-dessus du niveau de la mer, déterminée 
par les marées syzygies et par les marées quadratures. Ce sont 
vraisemblablement de légers écarts de la supposition dont nous 
sommes partis, savoir que les deux flux partiels, solaire et lu- 
naire, se superposent l'un à l'autre, comme ils se seraient dispo- 
sés séparément, sur la surface du niveau de la mer; ce qui n'a 
lieu que dans le cas des ondulations infiniment petites. 

Déterminons la valeur du coefficient de ï qui résulte de la loi 
de la pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce coeffi- 
cient dans les quadratures des équinoxes est égal à 

-77 • cos*. v'. I , — r . COS. é 

r' fcos.v 



-77 . cos . V : . cos*. V 



On peut supposer cos*.v'=y^/?', et par le iV" 31, /?'= 2 0,69662. 

On a pareillement, cos\v=~^.p, et par le même numéro, 

L' L 

p= 2 3,6884 1 ; de plus, -77 = ^^V" • ~ » ^^^^ ^^^ quadratures, et 

cette valeur doit être diminuée d'un trentième : F' est le moyen 
mouvement de la lune vers les quadratures, dans l'intervalle de 
deux marées d'un jour à l'autre, vers les quadratures des équi- 
noxes, intervalle égal à 1^067 5o; et ce mouvement doit être di- 
minué à raison de l'argument de la variation : T est le moyen 
mouvement correspondant du soleil; enfin, on peut supposer 
cos*. e = -2^^, et par le n** 31, ^ = 20,47926. On trouvera, cela 
posé, oJ,o642 5 pour le coefficient de t, donné par la théorie 
dans les quadratures des équinoxes. 

Dans les quadratures des solstices, le coefficient de t est égal à 

77.C0S*. v.ii .COS. e 



r' ( cos.v' 

-TT-. COS*. V T. COS*. V 

r* r* 
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Ici cos\\'=Yi(j\ et ^'=28,75422; cos\\=Yj(], et ^=20,47926. 
r et r' sont les mouvements du soleil et de la lune dans Tinter- 
valle de deux marées, d'un jour à l'autre, vers les quadratures des 
solstices, intervalle de iJ,o4644; le mouvement de la lune devant 
être diminué à raison de l'argument de la variation : de plus, 

—r^=zi^.—; mais comme il y a dix-huit quadratures d'été et six 
quadratures d'hiver, dans les observations de la table VII, la va- 
leur de — doit être diminuée d'un quarantième; enfin, il faut 
diminuer d'un trentième-?;; on trouvera, cela posé, oJ,o4528 

pour le coefficient de t, donné par la théorie, dans les quadra- 
tures des solstices. En réunissant les deux coefficients relatifs au\ 
équinoxes et aux solstices, la moitié oJ, 05476 de leur somme sera 
le coefficient de t dans toutes les observations de la table VIL Ce 
coefficient est, suivant les observations, 0^,052067 : la différence 
est dans les limites des erreurs des observations et des éléments 
employés dans le calcul. 

Considérons séparément les observations des quadratures des 
équinoxes, et celles des quadratures des solstices de la table VIL 
En y appliquant la méthode précédente, on trouvera, pour l'heure 
des marées totales vers les quadratures des équinoxes, 

oJ,6o6o5 -4- oJ, 067493 .t\ 

et pour l'heure des marées totales vers les quadratures des sols- 
tices, 

oJ,6i744-4-oJ,o46643 . i'. 

L'heure moyenne de la quadrature, à Brest, a été oJ,444i8 dans 
les premières quadratures, et 0^49289 dans les secondes; d'où 
l'on tire Tégal à 0^,67919, par les observations des quadratures 
des équinoxes, et T égal à 0^,67906 par les observations des 
quadratures des solstices. La différence de ces valeurs à celle-ci 
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0^67924, donnée par l'ensemble des équinoxes et des solstices, 
est dans les limites des erreurs des observations. 

Il résulte des expressions précédentes que les coefficients de f', 
ou, ce qui revient au même, les retards de la marée d'un jour à 
l'autre vers les quadratures, sont plus grands dans les équi- 
noxes que dans les solstices. Ce résultat des observations est con- 
forme, à la théorie qui nous a donné 0^,06426 et oJ, 04628, qui 
difiFèrent peu des coefficients 0^067493 et oJ,o46643, détermi- 
nés par les observations. La différence serait plus petite encore 
si Ton avait égard aux troisièmes puissances de \|/' — >|/, que nous 
avons négligées, et qui deviennent sensibles, surtout vers les 
quadratures des équinoxes. 

40. Le retard des marées d'un jour à l'autre, vers les quadra- 
tures, augmente dans les marées périgées et diminue dans les 
marées apogées; mais ce phénomène, dû à la variation de la dis- 
tance lunaire, est moindre dans les marées quadratures que dans 
les marées syzygies. Pour comparer, sur ce point, la théorie aux 
observations, j'ai ajouté dans onze quadratures, dans lesquelles le 
demi-diamètre de la lune était au-dessous de vingt-huit minutes, 
les retards des marées, tant du matin que du soir, du jour même 
de la quadrature, jusqu'aux troisièmes marées correspondantes 
qui les suivent, et j'ai trouvé 3^,26667 pour la somme de ces re- 
tards. J'ai ajouté pareillement, dans les onze quadratures corres- 
pondantes dans lesquelles le demi-diamètre de la lune surpassait 
vingt-neuf minutes et demie, les retards des marées tant du ma- 
tin que du soir, depuis le jour même de la quadrature, jusqu'aux 
troisièmes marées correspondantes qui les suivent, et j'ai trouvé 
3^39306 pour la somme de ces retards. La somme des demi- 
diamètres lunaires était de 30222" dans les onze premières qua- 
dratures, et de 32728' dans les onze dernières; ainsi 2606" d'ac- 
croissement dans la somme de ces demi-diamètres ont produit 
0^,12639 d'accroissement dans la somme de ces retards; d'où il 
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résuite qu une minute d'accroissement dans ie demi^iamètre de 
la lune produit 84' d'accroissement dans ie retard des marées 
d'un jour à l'autre vers les quadratures^ accroissement qui est à 
très-peu près le tiers de celui qui correspond à la même varia- 
tion du demi-diamètre lunaire dans les syzygies, et qui, par le 
n** 37, est de 2 58". 

Par le numéro cité, le retard des marées d'un jour à l'autre 
vers les syzygies est 

l' /rV L' 

en supposant r'=r' — Sr, raccroîssement du retard des marées, 
correspondant à la diminution — 5 r, sera 

„ (2L' 5L1 



L 

r 



t 

R étant le retard moyen des marées d'un jour à l'autre, vers 
les syzygies. On trouvera de la même manière, par le n*" 37, 

Sr r r ' r* 



r; • il. _ il ' 

r'' r' 



pour l'accroîssement du retard des marées correspondant à — 3r, 
dans les quadratures, R étant alors le retard moyen des marées 
d'un jour à l'autre. Maintenant on peut supposer, sans erreur sen- 
sible,— r, = —7, dans ces expressions, ce qui les réduit à — j — .— r 

et—. — 7; mais on a, par ce qui précède, R=2'job\ R'=520'j'''i 
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ainsi le premier retard étant supposé de 2bS\ le second sera de 
90* : les observations donnent SA''; la théorie sur ce point est donc 
d'accord avec elles. 

4L Nous pouvons maintenant réduire en nombres l'expression 
de la hauteur ay de la mer, à un instant quelconque , au-dessus 
de sa surface d'équilibre , expression que nous avons donnée dans 
le n*" 20. On a vu précédemment que les termes de cette expres- 
sion, multipliés par B et par Q, sont insensibles à Brest. On peut 
d'ailleurs, vu la petitesse de A, supposer sans erreur sensible, 
dans les termes qu'il multiplie, y=\. La constante X est l'inter- 
valle dont la marée solaire suit à Brest le passage du soleil au 
méridien, cet intervalle étant réduit en degrés à raison de 400*" 
pour un jour; or l'ensemble des observations des marées syzygies 
nous a donné, pour cet intei^valle, 0^,18793, et l'ensemble des 
observations des marées quadratures donne, pour le même inter- 
valle, 0^,17924.' le milîeu entre ces deux résultats est oJ,i8358; 
en le réduisant en degrés, on aura 7 3*", 43 2 : c'est la valeur que 
nous assignerons à X. Cela posé, l'expression de aj sera, pour 
Brest, 

OLy= — o"%02 745.ji*. (1 — 3.sin'.v)-+-3«\{i — 3.sin\v')j 

( i*. sin.v. cos.v.cos. (v— 73%432) 

(+ 3i\ sin. v'. COS. v'. cos. (v+\|/— >|/'— 73^432) 

o»- 78112 i '''•cos\v.cos.2(v-73%432) j, 

'^ ■(+3i\cos'.v.cos. 2(v+^|/~•^'-73^432)) 

dans cette formule, i*" v est l'angle horaire du soleil, c'est-à- 
dire l'ange qu'il a décrit par son mouvement diurne, depuis son 
passage au méridien de Brest jusqu'à l'instant pour lequel on 
calcule; 2° v et v' sont les déclinaisons du soleil et de la lune, les 
déclinaisons boréales étant supposées positives, et les déclinaisons 
australes négatives; 3*" >p et >|/' sont les ascensions droites du so- 
leil et de la lune; 4*" i est le rapport de la moyenne distance du 

42. 
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soleil à sa distance actuelle, et i est la parallaxe actuelle de la 
lune, divisée par la constante de cette parallaxe; 5"* enfin les 
quantités v, v', >|/, >|/', i et i se rapportent à un instant qui pré- 
cède de 1^,50724 celui que Ton considère. 

Les différentes causes qui modifient les oscillations de la mer 
sur nos côtes, et probablement aussi Terreur de l'hypothèse des 
oscillations infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent 
un peu la formule précédente des observations; ainsi Tinstant 
de la basse mer déterminé par cette formule diffère de quelques 
minutes de l'instant observé, parce que la mer, à Brest, emploie 
un peu moins de temps à monter qu'à descendre. On a vu encore 
que, par les mêmes causes, le niveau de la mer est un peu plus 
élevé dans les syzygies que dans les quadratures; elles paraissent 
encore retarder les marées à raison de leur grandeur : malgré ces 
légers écarts, on pourra employer la formule précédente dans le 
calcul des marées que les vents peuvent altérer d'une quantité 
beaucoup plus sensible. 

Cette formule offre un moyen simple de déterminer les plus 
grandes marées qui doivent suivre chaque syzygie. La connaissance 
de ces phénomènes intéresse les travaux et les mouvements des 
ports; elle est encore utile pour prévenir les accidents qui peuvent 
résulter des inondations produites par les grandes marées; il im- 
porte donc qu'ils soient déterminés d'avance : on y parviendra de 
cette manière. La plus grande marée suit, comme on l'a vu, d'en- 
viron un jour et demi l'instant de la pleine ou de la nouvelle lune; 
et lorsqu'elle a lieu, les angles v— 73%432, et v+>|/— ^1^'— 73^432 
sont nuls ou égaux à deux angles droits; on a donc alors 

(ty= — o°'%o2745.|i\(i — 3.sin*. v)-h3r\(i — 3.sin*.v')l 
o°*%07i79.j± i\ sin. v. cos.v db 3i\ sin.v'. cos.v'j 
o°*%78i i2.ji\cos*.v-t-3i'\cos*. v'|. 

On peut, dans cette expression , négliger les deux premiers termes, 
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qui sont très-petits par rapport au dernier, et qui d'ailleurs n*ont 
d'influence sensible que vers les solstices où les marées sont déjà 
sensiblement affaiblies par les déclinaisons des astres. Alors on a 

aj=o™%78 1 1 2. ji'. cos*. V -+- 3i\ cos'. v'j. 

Dans les syzygies des équinoxes, i=i à fort peu près; v et v' sont 
nuls, et la valeur moyenne de i est j^; en prenant donc pour 
unité la valeur moyenne de ay vers les syzygies des équinoxes, 
sa valeur, pour une syzygie quelconque, sera 

aj = rrr- i ''• ^^^*- v H- 3 1\ cos*. v'| . 

Ainsi Ton aura, par cette formule très-simple, la hauteur de la 
plus grande marée qui suit d'un jour ou deux, chaque nouvelle 
ou pleine lune, les quantités i, i, v et v' se rapportant au moment 
de la syzygie. Cette formule déterminera encore le plus grand 
abaissement de la marée au-dessous de la surface d'équilibre; car 
il résulte de l'expression générale de aj, que la mer s'abaisse à peu 
près autant au-dessous de cette surface , dans la basse mer, qu'elle 
s'élève au-dessus, dans la haute mer qui lui correspond. Quant à 
la marée prise pour unité, on la déterminera par un grand nombre 
de différences de la haute à la basse mer, observées un jour ou 
deux après les syzygies voisines de l'équinoxe; la moitié delà 
valeur moyenne de ces différences sera, à très-peu près, la marée 
prise pour unité. 

42. Il nous reste, pour compléter cette théorie, à déterminer, 
par une formule simple et facile à réduire en table, l'heure de la 
pleine mer. Reprenons l'équation du n° 2 1 , 

— . cos*. V. sin. 2 (>[/ — >|/') 
tang-2 (nf-f-'cr — >|/' — X)= -p ~ 7 • 

-7,.C0S*.v'H ;.COS*.V. COS. 2 {'^ — '^') 

Cette équation renferme les sept variables r, r\ v, v', nf, \|/ et >|/'; 
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ainsi, sous cette forme, il serait difficile de la réduire en table. 
Mais on peut la simplifier par la considération du peu de diffé- 
rence qui existe entre les diamètres apparents du soleil et de la 
lune. Soient H et 7/' les demi-diamètres apparents de ces astres 
dans leurs moyennes distances à la terre, où nous avons établi 

-77 = — -; soient h et h! leurs demi-diamètres actuels : on aura, 
en observant que, dans la formule précédente, -77 doit être di- 
minué d'environ un trentième, ou plus exactement, dans le rap- 
port de 2.89841 à 3, 

ijjj .cos*. V. sin. 2 {'^ — '^') 
tang. 2 (nf+'or— >|/'-X)= ^ ^ 



, 89841. (tT)) •COS\v'+(;tt) .COS'.V.COS. 2 (>|^-f) 

Pour faire usage de cette équation, on formera d'abord une table 
des valeurs de la fonction 

2,89841.//'+//) ( »/ — r-) 

— - — ^ ! — \ Il V/ros* v> 

3,89841 n v^^os.vj, 

correspondantes à tous les degrés, depuis v=o jusqu'à v = 32^ 
On corrigera les demi-diamètres h et h' du soleil et de la lune, 
donnés parles éphémérides, en en retranchant les quantités qui, 
dans cette table, répondent aux déclinaisons de ces astres. On 
aura ainsi, à fort peu près, 

(■^).sin.2.(>|/->|/') 

;if+^_^'_X=|ang.tang.; ;/.. .^., /^ 

i,8984i.(-^j+(-^j .cos.2(\|/~\|/')| 

h et A' étant ici les demi-diamètres du soleil et de la lune, cor- 
rigés par ce qui précède. Par ce moyen les déclinaisons du soleil 
et de la lune disparaissent de l'expression de nf-4-'iar — \|/'— >. 
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A la rigueur, il faudrait retrancher du demi-diamètre du soleil la 
quantité h.l i — \/côsVv|; mais cette quantité étant fort petite, et 
la valeur de h différant peu de ' ^ ^ ' , on peut y substi- 
tuer, pour h, cette dernière quantité. La même remarque s'ap- 
plique à la correction du demi-diamètre de la lune; et comme 
rinfluence de cet astre sur l'heure des marées est, à celle du soleil, 
dans le rapport de 2,89841 à l'unité, les demi-diamètres 2î' et H 

entrent, suivant ce rapport, dans la fonction ' ^^ ^ ' . Si 

Ton considère ensuite que la différence de , ' „, à jp — , est 

^ "~f FI/"" j et quelle peut être négligée vu la petitesse des 
deux facteurs H — h, et K — h, on aura 

If \ \ X i sin. 2.(\|/— -\|/') 

nt-HS^'^ -X=|.ang.tang. /H-^h^-hV 

^2,89841.^ ^^^. j -t-cos.2(x|/-f) 

On peut facilement réduire en table cette expression de n(-Hcj— \|/'— X; 
et, en convertissant les angles en temps, à raison de la circon- 
férence entière pour un jour, on aura la loi des retards des 
marées, sur l'instant du passage de la lune au méridien su- 
périeur ou inférieur, instant déterminé par la condition de 
nf-{-« — \|/'=o, ou nf-f-'CT — \|/'zzz:200^ Mais, pour se servir 
de cette table, il faut connaître, dans chaque port, le temps dont 
le maximum de la marée suit la syzygie. On a vu qu'à Brest 
ce temps est de iJ,5o724i et, suivant les observations, il est à 
peu près le même dans tous nos ports de l'Océan; en sorte que 
les valeurs de nt-\-'a — \|/' — X correspondent aux valeurs de 
^ — '^' î^^ précèdent de 1^,50724, l'instant pour lequel on cal- 
cule. 11 faut, de plus, connaître la constante X: cette constante, 
réduite en temps, est l'heure de la pleine mer qui suit la syzy- 
gie de iJ,5o724; on pourra ainsi la déterminer par un grand 
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nombre d'observations de l'heure de la pleine mer du second 
jour après la syzygie. 

43. Rappelons en peu de mots les principaux phénomènes 
des marées, et leurs rapports avec la loi de la pesanteur univer- 
selle. Nous avons principalement considéré ces phénomènes vers 
leurs maxima et vers leurs minima, et nous les avons partagés en 
deux classes, l'une relative aux hauteurs des marées, Tautre rela- 
tive aux heures des marées et à leurs intervalles : examinons sé- 
parément ces deux classes de phénomènes. 

Les hauteurs des marées, dans chaque port, à leur maximum 
vers les syzygies, et à leur minimum vers les quadratures, sont les 
données de l'observation qui peuvent le mieux faire connaître le 
rapport des actions du soleil et de la lune sur les marées; et au 
moyen de ce rapport, les divers phénomènes des marées qui 
résultent de la théorie de la pesanteur universelle. L'un de ces 
phénomènes, très-propre à vérifier cette théorie, est la loi de di- 
minution des marées en partant du maximum, et la loi de leur 
accroissement en partant du minimum. On a vu, dans les n*" 25 
et 31, que la théorie de la pesanteur s'accorde parfaitement, sur 
ce point, avec les observations. 

Ces lois de diminution et d'accroissement des marées varient 
avec les déclinaisons du soleil et de la lune : on a vu, dans le 
n** 26, que leur diminution vers les syzygies des équinoxes est, 
à la diminution correspondante vers les syzygies des solstices, 
dans le rapport de 1 3 à 8 , et que ce résultat est conforme à la 
théorie de la pesanteur. Pareillement on a vu, dans le n"* 32, que 
Taccroissement des marées, en partant de leur minimum vers les 
quadratures des équinoxes, est à l'accroissement correspondant 
vers les quadratures des solstices, comme 2 est à i, et que la 
théorie de la pesanteur donne, à fort peu près, le même rapport. 

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans leur 
maximum, vers les syzygies des équinoxes, est à leur hauteur 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE QUATRIÈME. 337 

correspondante vers les syzy gies des solstices , à peu près comme 
le carré du rayon est au carré du cosinus de la déclinaison des 
astres vers les solstices, et Ton a vu, dans le n"* 26, que cela dif- 
fère peu du résultat des observations. Par la même théorie , Texcès 
de la hauteur des marées totales , dans leur minimum vers les qua- 
dratures des solstices, sur leur hauteur correspondante vers les 
quadratures des équinoxes, est le même que Texcès de la hauteur 
des marées totales, dans leur maximum yers les syzy gies des équi- 
noxes, sur leur hauteur correspondante vers les syzy gies des sols- 
tices; et Ton voit, par les n"*' 26 et 32, que cela est exactement 
conforme aux observations. 

L'influence de la lune sur les marées croît, par le principe de 
la pesanteur, comme le cube de sa parallaxe; et, par le n"" 28, 
cela est tellement d'accord avec les observations, que Ton eût pu 
en conclure exactement la loi de cette influence. 

Les phénomènes des intervalles des marées ne s'accordent pas 
moins avec la théorie que ceux de leurs hauteurs. Suivant cette 
théorie, le retard des marées, d'un jour à l'autre, est environ deux 
fois moindre à leur maximum vers les syzygies qu'à leur minimum 
vers les quadratures; il est de 27' à peu près dans le premier cas, 
et de 55' dans le second. On a vu, dans les n*"* 35 et 39, que les 
observations js' éloignent fort peu de ces résultats de la théorie. 

Le retard des marées varie avec les déclinaisons des astres : il 
doit être plus grand vers les syzygies des solstices que vers celles 
des équinoxes, dans le rapport de 8 à 7; vers les quadratures 
des équinoxes, il doit être plus grand que vers celles des sols- 
tices, dans le rapport de i3 à 9. On a vu, dans les n"*' 36 et 39, 
que les observations donnent à peu près ces mêmes rapports. 

Les distances de la lune à la terre influent sur le retard des 
marées. Suivant la théorie, une minute d'accroissement dans le 
demi-diamètre de la lune donne 2 5 1 " d'accroissement dans ce 
retard vers les syzygies, et 90" seulement vers les quadratures; 

touM II. 43 
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et Ton a vu, dans les n"* 37 et 40, que cela est d'accord avec les 
observations, qui confirment ainsi, sous tous les rapports, la loi 
de la pesanteur universelle. 

J'ai insisté sur le flux et le reflux de la mer, parce qu'il est, 
de tous les résultats des attractions célestes, le plus près de nous, 
et que nous pouvons à chaque instant en reconnaître les lois. 
J'espère que la théorie que je viens de présenter de ses phéno- 
mènes déterminera les observateurs à les suivre dans les ports fa- 
vorables à ce genre d'observations, tels que celui de Brest- Des 
observations exactes et continuées pendant une période du mou- 
vement des nœuds de la lune fixeront avec précision les éléments 
de la théorie du flux et du reflux de la mer, et peut-être feront 
connaître les petits flux partiels dépendants de la quatrième puis- 
sance inverse de la distance de la lune à la terre, phénomènes 
enveloppés jusqu'ici dans les erreurs des observations. 
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CHAPITRE Y. 



DES OSCILLATIONS DE L'ATMOSPHÈRE 



44. Dans Timpossibilité de soumettre à l'analyse les mouve- 
ments de l'atmosphère dus aux variations de la chaleur du soleil, 
et à toutes les circonstances qui modifient ces mouvements, nous 
nous bornerons à considérer les oscillations dépendantes des 
attractions du soleil et de la lune, en supposant à l'atmosphère 
une température uniforme et une densité variable, proportion- 
nelle dans chaque point, à la force comprimante. En partant de 
ces hypothèses, nous sommes parvenus, dans le n** 37 du pre- 
mier livre, dont je conserverai ici toutes les dénominations, aux 
deux équations suivantes : 



r^.hd. 



(^)~''^-'^'^-^-^^'-^-(^)Î 



+r^ 



.^^.\sm\dA--7-'\+2n.s\n.d.cos.^ 



, ^.du\ f^^\ u'.cos.O] 



y— '• Wfl/'^Uisr/'^ sin.Ô 



Si l'on suppose à la mer une profondeur constante, égale à /', et 
si l'on fait abstraction de sa densité, comme nous l'avons fait 
dans lesn** 10 et suivants, on aura, par le n* 36 du premier livre, 



r\lB. 



(^)-'^''^^-^-^^'-^-(ï 



'.ô'W. siiï'.0.(-Tj;-|-l-2n.sin.0.cos.0.(-^j|=5K' — ^-^y, 

43. 
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la valeur de V étant la même ici que dans les équations précé- 
dentes. En faisant donc 

{i-n y-^iy=i/; 

les quatre équations précédentes donneront celles-ci, 



.éd. 



(^)-''''''°'^-^'-^-wl 



'\è'ts.\sm\d.l—r^\-^-2n.sm.B.cos.d.l--y-]\==bV' — 3'^/. 



n 



l 



I (du^ (dv\ u'.cos.e ] 



Ces deux équations sont évidemment celles des oscillations de la 
mer, en lui supposant la profondeur l, et, dans ce cas, on peut 
déterminer la valeur de y\ ainsi que celle de y, par le premier 
chapitre de ce livre : on aura donc ainsi la valeur de y par Tana- 
lyse exposée dans ce chapitre. 

Nous avons observé, dans le n® 37 du premier livre, que k 
étant la hauteur du baromètre dans l'état d'équilibre, ses oscilla- 
tions sont représentées par la formule j ^ , et par consé- 
quent par celle-ci, 

Il est facile de voir, par le n"* 37 du premier livre, que l est le 
rapport de la hauteur de l'atmosphère au rayon terrestre, en sup- 
posant la densité de l'air et sa température partout les mêmes; 
or, on trouve, par l'expérience, qu'à la température de la glace 
fondante, la densité du mercure est à celle de l'air à peu près 
dans le rapport de loSso à l'unité; et comme la hauteur moyenne 
du baromètre est d'environ o^^SyB, il en résulte que 1=yiT' ^ 
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des températures plus élevées, la valeur de l augmente. Pour avoir 
une idée des oscillations du baromètre, nous supposerons la tem- 
pérature telle que 1= r, ce qui est une des profondeurs de 

la mer, pour lesquelles nous avons déterminé, dans le n*" 11, la 
valeur de aj, qui sera, dans ce cas, celle de ay; nous suppo- 
serons de plus ï= 2 /, ce qui est encore une des profondeurs de 
la mer que nous avons considérées : la valeur de aj sera celle 
qui est relative à cette profondeur. En substituant donc pour l, 
ï ces valeurs, et pour aj et ay les quantités que nous avons 
trouvées dans le n"* 11; en considérant ensuite que à:==o""%76, et 
que le rayon terrestre est égal à 6866200 mètres, on aura, pour 
déterminer les oscillations du baromètre, 

«MA /» 01 1 *~r"0 «COS. 2 v/J /•« 1 « ••/! •/) 

=o""%ooooioo2o.| 5 |.{sm*.v-— 5-.cos*.v+e.sm*.v— |-e.cos*.v j 

1,0000 
i-4,6952.sin*.0i 



.me 



+0 ,0000 



n o ]-2,9342.Sm*.0l . .^( C0S\V.C0S.2(/lf-HST-\I/)) 

io620.{ ^ . ^ ^.s\n\d.\ , , ) \ A. 

j-0,092 2 .sm \d[ (+e.cos*.v .C0S.2 (n(+©-\f/ )) 



f-o,o899.sin \B\ 
-o,oo76.sin".0 

Si Ton suppose le soleil et la lune en conjonction ou en opposi- 
tion dans le plan de Téquateur et dans leurs moyennes distances, 
où ^=3 à fort peu près, on aura à Téquateur o""%ooo63o5 pour 
la diflPérence de la plus grande élévation à la plus grande dé- 
pression du mercure dans le baromètre. Cette quantité, quoique 
très-petite, peut être déterminée par une longue suite d'observa- 
tions barométriques faites entre les tropiques où les variations du 
baromètre sont peu considérables : ce phénomène est digne de 
Tattention des observateurs. 
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L'action du soleil et de la lune excite un vent correspondant 
au flux et au reflux de la mer; déterminons la force de ce vent 
à Téquateur, dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous 
reprendrons la première équation de ce numéro, et nous y fe- 
rons COS. = 0; elle donnera 

ddv _ (dy'\ (dy\ ( dV'\ 

dt' — ^\d^] 3'\d^)'^\di^)' 

or on a y-4-j=3 j — j'; de plus, on a, par Jes n'^* 4 et 11, 
-^ — J=~2^.o"%l23l6.{cos^v.sin.2{nf4^cy— ^|/)4-e.cos\v'sin.2(7if4^tsy— \|/')^ 

en substituant donc pour j et f leurs valeurs, on aura 
--jY- = — 2^.l'"^o369.{cos^v.sin.2(nf+^— >p)+exos^v^sin.2(l^f+«— >|/')j, 

ce qui donne, à fort peu près, en intégrant, 

dv=H.dt+ —^ .ndt. 1 "'%o 3 69 . | cos'.v.cos. 2 (/if-HST— \|/)+e.cos\v'.cos2 (nt+TS—y^)]. 

Si Ton suppose que dt représente une seconde, ndt sera à peu 
près la cent millième partie de la circonférence; de plus^ — est 
YTô du rayon terrestre que nous désignerons par r; on aura ainsi, 

rdv=rHdt+o"'^,o 1 883. |cos^v.cos.2 (nf+^— ^|/)-f^.cos*.v'cos.2 (nt-H©— •^'jj. 

Si la constante H n'était pas nulle, il en résulterait à Téquateur 
un vent constant, et Ton pourrait expliquer ainsi les vents alises. 
Mais la valeur de cette constante dépend du mouvement initial 
de Tatmosphére, et nous avons déjà observé, dans le n"* 6, que 
tout ce qui dépend de ce mouvement a dû être anéanti, depuis 
longtemps, par les résistances en tout genre que les molécules 
de lair éprouvent en oscillant; doù i on peut généralement con- 
clure que ks vents alises ne sont point du5 à l'attraction du 
soleil et de la lune sur l'atmosphère. 
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Si Ton suppose ces deux astres en conjonction ou en opposi- 
tion, dans l'équateur, et e=3, on aura o"'%o7532, pour le plus 
grand espace qu'une molécule d'air parcourt dans Tintervalle 
d'une seconde, en vertu de leurs actions réunies; or il paraît im- 
possible de s'assurer, par l'observation, de l'existence d'un vent 
aussi peu considérable dans une atmosphère d'ailleurs très-agi- 
tée : mais il n en est pas ainsi des variations barométriques, vu 
surtout l'extrême précision dont les observations du baromètre 
sont susceptibles : ces variations qui , comme nous l'observons 
dans les hauteurs des marées, peuvent être considérablement 
accrues par les circonstances locales, méritent toute l'attention 
des observateurs. 

Nous ignorons jusqu'à quel point les petites oscillations que 
l'action du soleil et de la lune excite dans l'atmosphère peuvent 
modifier les mouvements produits par les causes diverses qui 
agitent un fluide aussi mobile et dans lequel, à raison de cette 
grande mobilité, une cause très-légère peut être la source de 
changements considérables. L'observation peut seule nous ins- 
truire à cet égard : nous observerons seulement que si l'atmo- 
sphère recouvrait immédiatement le noyau solide de la terre, les 
équations difiFérentielles de son mouvement seraient, par ce qui 
précède, les mêmes que celles de la mer, en lui supposant par- 
tout une même profondeur; or on a vu, dans le n"* 8, que les 
oscillations de la seconde espèce, les seules qui dépendent de la 
différence entre les déclinaisons boréales et australes du soleil et 
de la lune, disparaissent: ces oscillations disparaissent encore, 
ou, du moins, sont presque insensibles, lorsque l'atmosphère re- 
couvre une mer dans laquelle ces oscillations sont nulles ou très- 
petites, ainsi que cela a lieu dans nos ports; le signe de la 
dédinaison des deux astres n*a donc pas d'influence sensible sur 
les modifications de l'atmosphère. 



LIVRE CINQUIÈME, 



DES MOUVEMENTS DES CORPS CELESTES AUTOUR DE LEURS PROPRES 

CENTRES DE GRAVITE. 



Les mouvements des corps célestes autour de leurs propres 
centres de gravité ont une telle liaison avec leurs figures et les 
oscillations des fluides qui les recouvrent, que nous croyons de- 
voir en présenter l'analyse immédiatement après les théories ex- 
posées dans les deux livres précédents. Nous ne considérerons 
parmi les corps du système solaire, que la terre, la lune et les 
anneaux de Saturne, les seuls par rapport auxquels la théorie de 
la pesanteur puisse être comparée, sous ce rapport, aux observa- 
tions; mais l'analyse suivante peut s'étendre généralement à tous 
les corps célestes. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES MOUVEMENTS DE LA TERRE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE. 

1. Rappelons ici les équations générales du mouvement d'un 
corps solide de figure quelconque, démontrées dans le chapitre vu 
du premier livre. Si l'on conserve toutes les dénominations de ce 
chapitre, les équations (D) du n"* 26 du premier livre se rédui- 
sent aux suivantes, en y substituant au lieu de p, q, r, leurs 
valeurs C . p, A.q et B . r. 
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, jB-A) j. dN. coB.»-dN'.sin.6 

, (C-jB) , \dN.sm.e+dN'.co^.e\ . ^ dN' ^\ ,^, 
dq+^—j — '.rp.dt^—' -j— î-.sin.^4--3 — .cos.^,> [u] 

j [A-C) j. \dN.sm.e+dN\cos.e\ ^ dN' . J 
ar+^ — ^-^.pq.dt=-'- ^ ^.cos.^— -^— .sin.^. 

U faut présentement déterminer les moments d'inertie A, B, C, 
et les valeurs de dN, dN' et dN\ 

2. Considérons d'abord les moments d'inertie. Soit R le rayon 
mené du centre de gravité de la terre à sa molécule dm; soit |x le 
cosinus de Tangle que R forme avec Taxe de Téquateur; soit en- 
core tsr Tan^e que forme le plan qui passe par cet axe et par le 
rayon R, avec le plan qui passe par le même axe et par le premier 
axe principal : R . \/i — (i — jx*) .cos*7«, sera la distance de la mo- 
lécule au premier axe principal; R . \/i — (i — jx*) .sin*7«, sera la 
distance de la molécule au second axe principal; et jR.\/i — (?^ 
sera sa distance au troisième axe principal ou à Taxe de Téqua- 
teur. Ainsi, le moment d'inertie d'un corps relativement à un de 
ses axes étant la somme des produits de chaque molécule du corps 
par le carré de sa distance à cet axe, et A, B, C étant, par le 
n* 26 du premier livre, les moments d'inertie de la terre, par 
rapport au premier, au second et au troisième axe principal, on 
aura 

A =S . R\ dm . 1 1 — (i — (X*) . cos*. « ) , 

Bz=S.R\dm.\i—{i—(i').sm\^\, 

C=S.R\dm.\i—ii'\, 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière de la terre. 
Maintenant on a 

dm=R*.dR.d(i.d^; 
si Ton observe ensuite que les intégrales doivent être prises de- 

TOMB II. * 44 
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puis jR = o jusqu'à la valeur de /î à la surface, valeur que nous 
désignerons par R, on aura 

A=-^.S.R\dii.d^ .\i — (i — jx*). cos*. tsr } , 
B=^.S.R\d(i.d^.\i — (i — (x*).sin*.tsr}, 
C=^.S.R\dii.d^.\i—(i'\. 

Supposons R^ développé dans une série de cette forme, 

R^= f/c)-f- f/(»)-+- C/^*)-+- m^-+' etc. 



U^'^ étant une fonction rationnelle et entière de jx, yi— jx'.sin.'®, 
et \/ 1 — jx*. COS. tsr assujettie à Téquation aux diflFérences partielles 

,1, , /rft/«\) (ddU^^\ 
— i 1 — ^ ^ ^ H" -^^ ^ -+-i- (i-4-i).f/^^. 

La fonction i— (i— jx*).cos*.© est égale à -f+ly— (i--jX(x).cos*.t5j; 
la constante y est comprise dans la forme U^*\ et la fonction 
y— (i— jXjxj.cos'.'CT est de la forme U^*\ puisqu'elle satisfait, pour 
U^*\ à l'équation précédente aux différences partielles. Pareille- 
ment 1 — (i — (x'jsin'.'CT est égal à yH-jy — (i — (x*) . sin*. « j , et 
le second terme de cette expression est de la forme U^^K Enfin la 
fonction i — (x* est égale à y -+- (y — (x*) , et la partie y — (x* est de 
la forme f/^'^; on aura donc, en vertu du théorème que nous 
avons démontré dans le troisième livre, n"* 12, 

i=|.5.rffA.ci«.{|.f/^»J-f-||— (i— (A*).cos\«j.t/^^M, 
5=|.5.rfft.rf«.i|.f/^-)-4-{|— (i— fi«).sin\tsr}.f/^*^j, 
C=l.S.d(i.d^.\\.W'^^{i—(i^).m^. 

Les intégrales doivent être prises depuis jx= — i jusqu'à (x=i, 
et depuis « = jusqu'à «=2 tt, ce qui donne 

A=^%.m^-^l.S.U^'Kd(i.d^.\i—{i—li').cos\^\, 
B=^%.W^^-+^\.S.mKdii.d^.\\—{i — (i').sin\^\, 
C=^%.W'^-^\.S.W'KdtL.d^.\i — (i'\. 
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La fonction V^*^ est de cette forme, 

H.\j — |x*}-H/f' -(x-y/i — (x*.sin,©-h-//\jx.\/i— (X*. cos.« 

-^-JÏ^(l — (1*) . sin,2^-\-H"\{i — (X"), COS. 2tar. 

La considération des axes principaux donne, par le n** 31 du 
troisième livre, 

JÏ'=:o, H'=o, H"':=o: 

ces trois équations renferment toutes les conditions nécessaires 
pour que les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi 

Si l'on veut que les trois moments d'inertie A, B, C soient égaux 
entre eux, on aura Hz=zo^ H'"'z=o^ et par conséquent U^^^=o: 
cette dernière équation satisfait donc à la fois aux conditions des 
trois axes principaux et à l'égalité des trois moments d'inertie; 
or on a vu, dans le n** 27 du premier livre, qu'alors les moments 
d'inertie sont égaux par rapport à tous les axes; la sphère n'est 
donc pas le seul solide qui jouisse de cette propriété. L'analyse 
précédente donne l'équation générale de tous les solides auxquels 
elle appartient, équation que nous avons annoncée dans le nu- 
méro cité du premier livre. On doit observer ici que ces résul- 
tats sont indépendants de la supposition que l'origine de R passe 
par le centre de gravité du sphéroïde, et qu'ainsi ils ont lieu quel 
qœ soit le point où l'on fixe cette origine dans son intérieur, 

La terre étant supposée formée d'une infinité de couches va- 
riables du centre à la surface, le rayon R d'une de ses couches 
peut toujours être exprimé de cette manière, 

flrz:.a-f-aa . I r^J-t- y^^-H r^^H- r<*^-+- etc. j , 

44. 
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a étant un très-petit coefficient constant, et Y^'\ Y^*\ etc. étant 
des fonctions de la même nature que U^^\ U^*\ etc. c est-à-dire, 
qui peuvent satisfaire à la même équation aux différences par- 
tielles, et qui, de plus, peuvent renfermer a d'une manière quel- 
conque. En négligeant les quantités de Tordre a*, on aura 

R^=a'^ 5 aa^ I Y^'^-h r^*^-4- F») -h etc. j; 

partant, si Ton conçoit un solide homogène d'une densité repré- 
sentée par Tunité, et dont le rayon de la surface soit celui de la 
couche dont il s'agit, on aura, relativement à ce solide, 

A=Y5 TT . a* -h (X. S. a\y ^*' . d(i.d^.\\ — (i — jx*).cos*.'CT(, 
3=^-^ TT . a' -h-a,. S. a\Y^*K d(i. d^.\\ — (i — fjt*).sin\'CTJ, 
C = '^T^.a'-+'a.S.a\Y''\dfi.d^.\\ — {i'\. 

En différentiant ces valeurs par rapport à a, et en les multipliant 
ensuite par la densité de la couche dont le rayon est R, densité 
que nous représenterons par p, p étant une fonction quelconque 
de a, on aura les moments d'inertie de cette couche; et pour 
avoir ceux de la terre entière, il suffira d'intégrer les moments de 
la couche par rapport à a, depuis a = o jusqu'à la valeur de a, 
relative à la surface de la terre, valeur que nous désignerons par 
l'unité. On aura ainsi 

A ='^ % .S. p. d. a' -ha. S. p. d[a*Y ^^^) . dfi. d^.\j — (i — fi^).cos\^\, 
B='^Tr.S.p.d.a'-hOL.S.p.d{a'Y^*^).d(i.d^.\j^ — (i — (i').s\n\^l 

la différence d. [a'y^*^) étant uniquement relative à la variable a. 
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Il résulte de l'équation (2) du n*' 29 du troisième livre, que si 
Ton nomme a^ le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à 
Téquateur, on a, par la condition de l'équilibre des fluides ré- 
pandus sur la terre, 

5.p.d(a'yw)=f{yw-|-i-(p.(ff-i)|.5.|9.rf.a', 

la valeur de Y^*^ dans le second membre de cette équation étant 
relative à la surface de la terre, et les intégrales étant prises 
depuis a=o jusqu'à a=i; on aura, par conséquent, 

Ar=^'n.S.p.d.a*-{-YTa%. ^.S.p.d.a' 
-h y a. 5. Y^^Kd^.d^.W — (1 — (x*).cos\©j.5.p.rf. a', 

-h-f- a. 5. Y^*K dfi. d^.\\ — (1 — (x*). sin'.'crj. 5. p. d. a\ 

C=Y^Tr.S.p.d.a* — YjaTT. ^.S.p.d.à" 
\a.S.Y^'\dii.d^.\\—li'\.S.p.d.a\ 



La fonction Y^*^ est de cette forme , 



h. (y — jx*)-hA'. (x.\/i — fjt'.sin.«-+-A'. fjt.\/i — (x*.cos.'cr 

h".[i — fjt').sin. i^-^K". (1 — fjt*).cos. 2 'cr. 



La considération des axes principaux donne, par le n° 32 du 
troisième livre, 

A' = o, h"=Oj h"'=Oj 

et, par conséquent, 

y(«)=/i. (I— (A«)-i-r. (1— fi»). COS. 2 'CT. 

On a vu, dans le troisième livre, que, la variation de la pesanteur 
étant à très-peu près proportionnelle au carré du sinus de la lati- 



350 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

tude^ la valeur de h"' doit être très-petite; eile serait nulle , en 
effet, si la terre était un solide de révolutioo; mais, pour plas de 
généralité, nous la conserverons dans les recherches suivantes; 
nous aurons ainsi 

Bz=r^7r.S,p.dM'—-^.a7^.[h---j(^).S.p.d.a'+j.an.h^^ 

C=^'K.S.p.d.a'+^.aTU.{h-'\(p).S.p.d.a\ 

3. Considérons présentement les valeurs de dN, dN\ dN" qui 
entrent dans les équations différentielles (D') du n"* 1. Soit L la 
masse d'un astre qui agit sur la terre; soient x, y, z les coordon- 
nées de son centre, rapportées au centre de gravité de la terre, 
et r == \/^M-j^M-? ; nommons x, y\ z, les coordonnées d'une 
molécule dm du sphéroïde terrestre; supposons enfin 



s/W^WW-WW-^' 



les forces attractives de L sur la molécule dm, décomposées pa- 
rallèlement aux axes des x, des y et des z, en sens opposé à leur 
origine, et diminuées des mêmes forces attractives sur le centre 
de gravité de la terre, que nous considérons ici comme immobile, 

seront (-^-r)i ("7~^)» ("X^)- ^^^ forces sont celles que nous 

avons désignées par P, Q, R, dans le n*" 25 du premier livre; on 
aura donc, par ce même numéro, 

dN o , ( , {dV\ , (dV 
dN' ,, , { , /dV\ , (dV 
dN' ç , ^ , (dV\ >(dV\\ 
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Si Ton observe ensuite que l'on a 



on aura 






Les coordonnées x, y, z, étant supposées très-petites relativement 
à la distance r de l'astre L, au centre de gravité de la terre, on 
peut développer V dans une suite fort convergente par rapport 
aux puissances réciproques de r; on aura ainsi, à fort peu près, 

-j- = — . 5. dm. {xx'--hyy'-^zz).{yx'—ûcy) , 
--7T- = — -. 5. rfm. [oox' -hyy' -h zz). [zx — xz) , 
-^ = — . 5. àm. [xx -^-yy -^zz). [zy—yz). 

On a vu, dans le n'' 28 du premier livre, que les valeurs àep, q, r, 
sont indépendantes de la position du plan des x et des y; or, si 
nous prenons pour ce plan l'équateur même de la terre, on aura 
= o , et si nous prenons pour l'axe des x le premier axe prin- 
cipal, nous aurons ^=o; nous aurons, de plus, par le n*^ 26 du 
premier livre , 

S.dm.{y'-+-z') = A, S.dm.{x'-hz')=B, S. dm. {x' -^y*) = C , 
S. xy . (/m = o , 5. xz. rfm = o , 5. jV. rfm = o ; 
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partant, 

dN 31 /D .. 

les équations (D') du n*" 1 deviendront ainsi 

, [B-A) , iL.dt [B-A) 
dp-h ^ Q \ qr.dt= — — . ^ ^ \ a^, 



A "r— r; ' A 
tfrH -g—.pq.at — -71— £ 



m OOà/» 



Ces équations supposent que r est fort grand par rapport au 
rayon du sphéroïde terrestre , ce qui est vrai relativement au so- 
leil et à la lune ; mais il est remarquable qu elles seraient encore 
très-approchées dans le cas où l'astre attirant étant fort près de 
la terre ^ la figure de cette planète serait elliptique. Pour le faire 
voir, nous observerons que Ton a, par le n*" 2^ 

x= R. \/i — jx*. COS. tsr , y=R. \/i — jx*. sin. *&, z= R. (i : 

si Ton nomme r et X ce que deviennent, par rapport à TastreL, 
les quantités fx. et ^, relatives à la molécule dm du sphéroïde ter- 
restre, on aura 



X 



r . \i—v\ COS. X, y =r . \/i — r* . sin, X, z=zrv: 



si Ton substitue ces valeurs dans la fonction V, et qu ensuite on 
la développe par rapport aux puissances de —, on aura une série 
de cette forme, 

- -f- ^. m^ -h ^W^^ ^-etc. 
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et il est facile de s'assurer, par le n"* 23 du troisième livre, que 
les fonctions U^*\ [7^*\ etc. sont des fonctions telles que l'on a gé- 
néralement 

Reprenons maintenant l'équation 

dN _ 
dt " 
on aura 



^'^'^\y{&)-''{^)\' 



\dx) ^\dy}- r; -{y-ydx ) ""-[dy )] 



etc. 



Les différences partielles du second membre de cette équation 
étant prises par rapport à des variables indépendantes de fx. et de tsr, 

si l'on désigne généralement par U'^'^ la fonction j. ( -^ — ) "" ^- ( -j — ) i 



on aura 



dfÂ \ 1 — (ifjL ^ ' 



en sorte que la fonction (/'^'^ est de la même nature que les fonc- 
tions Y^^ et l]^^\ l'expression précédente de -tt- deviendra ainsi, 

par ce que l'on a vu dans le n° 2 , et en substituant pour dm sa va- 
leur /?*. dK. p. rffi. rftsT, et pour R sa valeur a+aa. j y^*^+r^*^+etc. j, 

^ = ^.S.p.d.{a*Y^^^).W^Kdii.d^ 

f 

etc. 

TOMS II. 45 
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les différentielles d.{a'Y^'^), d.{a\Y^'^), etc. étant relatives à la 
variable a; or Téquation (3) du n** 29 du troisième livre donne 
généralement à la surface de la terre, et lorsque i surpasse 2, 

les intégrales étant prises depuis a=o jusqu'à a=i, et F^'^ dans 
le second membre de cette équation étant relatif à la surface de 
la terre; on aura donc 

^ ^.S.p.d{a'Y^'^)M'^'^diL.d^=^.S.Y^'K 

Si la figure de la terre est celle d'un ellipsoïde, F^*^ est nul, et 
alors l'expression de -^— se réduit à son premier terme, non- 
seulement à cause de la grandeur de r , mais parce que les valeurs 
de Y^'\ Y^^\ etc. sont nulles. Quoique la figure elliptique ne sa- 
tisfasse pas exactement aux degrés mesurés des méridiens, cepen- 
dant l'accord des variations de la pesanteur avec cette figure in- 
dique que Y^'\ Y^^\ etc. sont peu considérables par rapport à Y^*^; 
on peut donc calculer les mouvements de l'axe de la terre en lui 
supposant une figure elliptique, sans craindre aucune erreur. 

4. Rapportons maintenant les coordonnées de l'astre L à un 
plan fixe que nous supposerons être celui de l'écliptique à une 
époque donnée: soient X, Y, Z ces nouvelles coordonnées, l'axe 
des X étant la ligne menée du centre de la terre à l'équinoxe du 
printemps; l'axe des Y étant la ligne menée dii même centre au 
premier point du Cancer, et la ligne des Z étant la ligne menée 
de ce même centre au pôle boréal de Técliptique : on aura, par 
le n** 21 du premier livre, 

o-rzziA.cos. ^-f-]r. COS.0. sin. ^ — Z.sin.0. sin. ^, 
y=Y. COS.&. COS. (p — X . sin. (p — Z . sin.0. cos. ^ , 
z = Y. sin.0 -H Z . COS.0. 
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Les équations diflFérentielles [F) du numéro précédent devien- 
dront ainsi ^ 

i—A) , SL.dt{B-A) {\Y*.cos\d+Z\sin\d—X'—2 yZ.sin.ô.cos.ôj.sin.2 (p 
-^-.qr.dl^ 2^.C -j +\2XY.cos.e^2XZ.sm.6\.cos.2<py 

:-B) I SL.dt{C-B) ({(P-Z*).sin.0.cos.ô+yZ.(cos\0-sin\0)|.cos.(pj 
-^.rp.di^ 7JÂ •( -^\XY.sïn.d+XZ.cos.d\.sm.(py ^^' 

l-C) I SL.dt.{A-C) ( i (P-Z').sin- ô.cos. d+YZ. (cos*. dsm\ d)\.sm.(p) 
-j^.pq.dt^ TvB i +jXr,sin.0+AZ.cos.0î.cos.(p(* 

Intégrons présentement ces équations. Si les deux moments d'i- 
nertie >1 et jB étaient égaux, ce qui aurait lieu dans le cas où la 
terre serait un sphéroïde de révolution, la première de ces équa- 
tions donnerait (Zp = o, et, par conséquent, jd constant; lorsqu'il 
y a une petite difiFérence entre ces deux moments d'inertie, la va- 
leur de p renferme des inégalités périodiques, mais elles sont 
insensibles. En effet, l'axe instantané de rotation s'éloignant tou- 
jours très-peu du premier axe principal, ^ et r sont de très-petites 
quantités, et l'on peut, sans erreur sensible, négliger le terme 

^ ^, ' .rq.dt de la première des équations (G). Le second membre 

de la même équation se développe en sinus et cosinus d'angles 
croissants avec rapidité, puisque ses termes sont multipliés par le 
sinus ou le cosinus de 2 ^; ces termes doivent donc être en- 
core insensibles après les intégrations : on peut ainsi supposer, 
dans les deux dernières des équations (G), p = n,n étant la vitesse 
moyenne angulaire de rotation de la terre autour de son troisième 
axe principal. Mais comme la discussion sur la valeur de p est 
très-importante, à cause de son influence sur la durée du jour, 
nous reviendrons sur cet objet, après avoir déterminé les valeurs 

de q et de r. 

45 



356 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Faisons, pour abréger, 

^.\{Y'—Z').sin.e.cos.e-hYZ.{cos\d—sin\d)\=P. 

I 

^ . { Xr. sin. -hXZ. COS. 1 =F; 
les deux dernières équations (G) deviendront 

dq-{- ' ~ ' .rp.dt= ^ ~ ' .dt.\P.cos.<p — P'.sin. ^ (, 

P etP" peuvent être développés en sinus et cosinus d'angles crois- 
sants proportionnellement au temps. Soit fc.cos. (l'f-i-e), un 
terme quelconque de P, et k'.sin.[it-{-e) , le terme correspon- 
dant de P; on aura, en n'ayant égard qu'à ces termes, 

d(i+ i^) . rp. dt= î^ Jt. \ {k+k') .COS. [(p+it+e)+{k-k') .cos. ( (p-ù-e) |, 
dr+''^^.pqJtJ-^^M.\{k+k).sm.{(p+it+e)^k-k).sm.{(^^^^ 

Si l'on suppose, dans ces équations, 

9=Af . sin. ((p-hif-l-e)-f-iV.sin.(<p — it — e), 
r=M'. COS. ( (p-\-it-he)-\-N'. cos. ( (p — it — e ) ; 

on aura, en observant que d<p est à très-peu près égal k ndt, 

^~ {n+iy.AB-n\{A-C).{B-C) ' 

^^\(^C-A).\n.{A+B-C) + iA\ 



M' 



{n+iy.AB-n\{A-C).{B-C) 
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(!iz£\,^C--A).\n.{A+B^C)^iÂ\ 

N'— \ ^ / 

^^ "~ {n^i)\AB-n\{A--C).{li-C) 

Reprenons maintenant les équations du n*" 26 du premier livre , 

d(^ — (/\|/ .COS. d=pdt, 
dy^ .sin. 6 . sin. (p — dÔ .cos. (p=qdty 
d \|/ . sin. d . COS. (^-hdÔ . sin. (p = rdt. 

Ces équations donnent 

dd==rdt. sin. (p — qdt, cos. (^ ; 
on aura donc 

-^=(^— ^— j.sm.(2(p+if-f-e)-l-(^— ^— j.sm.(2(p — if— e) 



I l.sm. (if-f-e). 



Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expres- 
sion de -7-, parce quils sont insensibles en eux-mêmes, et que 

d'ailleurs ils n'augmentent point par l'intégration. Il n'en est pas 
ainsi du troisième terme, que l'intégration peut rendre sensible 
si i est fort petit. Dans ce cas on peut négliger i, relativement à 
n, et l'on a, à fort peu près, 



(A+B-2C\ ,, . ,. V 



de__ (A+B-iC 
dt~ 



Les expressions précédentes de q dt et de r dt donnent 

dy^ .sin. d=rdt. COS. (p-+-qdt.sin. <p ; 
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d*où l'on tire 

d\f/.sm.0=l |xos.(2 9-4-if-4-e)-4-( j.cos.(2^ — it — e) 

-f- f ^ j.cos. (if-+-e). 

En négligeant les deux premiers termes de cette expression, qui ' 
sont toujours insensibles, et en supposant i fort petit, on aura, 
à très-peu près, 

(/\|/.sin.ô=| p — \.k.cos. [it-+-e). 

Si l'on désigne par S . A: . cos. (i f-+- e) la somme des termes dans 
lesquels P peut se développer, et par S . k'.sin. (i t-he) , la somme 
des termes dans lesquels P' peut se développer, 2 étant la carac- 
téristique des intégrales finies, on aura 



il 
dt 



(^^^S^)-^-'^'^^^^ (^) 



sm.&.-TT = ( p — i.S. fc.cos. (if-f-e). 

En intégrant ces équations sans avoir égard aux constantes arbi- 
traires, on aura les parties de et de \|/ qui dépendent de l'ac- 
tion de Fastre L. Pour avoir les valeurs complètes de ces variables, 
il faut leur ajouter les quantités qui dépendent de l'état initial du 
mouvement. Si l'on n'a égard qu'à cet état, les deux dernières 
des équations (G) deviennent 

rf^-h( — ^ — J.7ir.rff=o, dr-^-i — jz — \.nq .di = Q'^ 

d'où l'on tire, en intégrant, 

(J=:G .sïïi. (Xt-f-ê), 

r= -7^— ^.G.cos. (Xt-f-ê), 
G et ê étant deux constantes arbitraires, et X étant égal à 
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n.i /^ AR ^^ ^^^ substitue, pour q et r, ces valeurs 

dans Téquâtion 



— =r.sin. (p — q .COS. (p, 
on aura, après avoir intégré, 

9^/t-H l"-j-^-^j-^f,| .G.cos.(9-hXt-hg) 

h étant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G était sensible, 
on le reconnaîtrait par les variations journalières de la hauteur 
du pôle; et puisque les observations les plus précises n'y font re- 
marquer aucune variation de ce genre, il en résulte que G est 
insensible, et qu'ainsi l'on peut négliger les parties de et de \|/ 
qui dépendent de l'état initial du mouvement de la terre. 

5. Reprenons maintenant les équations [H) du numéro pré- 
cédent. La pi^mière donne, en l'intégrant, et en observant que 
S .^'. sin. (if-he) est le développement de la fonction P', 

in.L ^ 

Les seuls astres qui influent d'une manière sensible sur les mou- 
vements de l'axe de la terre sont le soleil et la lune : considérons 
d'abord l'action du soleil. Soit v la longitude de cet astre, comptée 
de l'équinoxe mobile du printemps; soit encore y l'inclinaison 
de cette orbite sur le plan fixe, et A la longitude de son nœud 
ascendant, les angles i; et A étant rapportés à l'orbite même du 
soleil; on aura 

^ = r . cos*. - . COS. v -f- r . sin*. - . cos. f i; — 2 A] , 



* - . cos. i; -f- r . sin*. - 



i :=r .cos'.-. sin.v — r .sin*.-. sin.fv — i A), 
Z = r . sin . 7 . sin. [v — A ) ; 
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d'où l'on tire 

Ayz=z:-^.cos*.-.sin.2i;+-/-.sin*.y.sm.2A — ^.sin*.-.sin.(2v— 4A), 

2 2 4 2 2^' 

XZ=-^.sin.y.cos\-.sin.{2V'-A)—-^.siu.2y.sïn.\ 



.sin,y.sin'.-.sin.(2t;— 3A). 



2 ^ 2 



Vu l'extrême lenteur du mouvement des points équinoxiaux, on 
peut supposer dv égal au mouvement angulaire du soleil, pen- 
dant l'instant dt, et l'on a, par les n°' 19 et 20 du second livre, 

r^dv = a^mdt, y i — e* ; 

mt étant le moyen mouvement du soleil , a étant sa moyenne 
distance à la terre, et e étant le rapport de l'excentricité de son 
orbite à cette distance moyenne. On a de plus, par le n*" 20 du 
même livre, en négligeant les masses des planètes relativement 

à celle du soleil , — = m*, et l'équation à l'ellipse donne 

a i+e.cos.(r— r) 

T 1— «• ' 

r étant la longitude du périgée solaire; on aura donc, relative- 
ment au soleil, 

P.dt=^^.\XY.sm.e-^XZ.cos.B\ 

3m(fv.j i+e.cos.(v— r)j [XY . ^ XZ /.) 

= r-^ A — --.sm.0H T.cos.d]. 

Si l'on substitue pour — - et — - , leurs valeurs précédentes en r, 

on verra d'abord, après avoir développé P dt en sinus de l'angle 
V et de ses multiples, que les termes dépendants de la longitude 
r de l'apogée solaire renferment l'angle v, et qu'ainsi ils ne peuvent 
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pas devenir sensibles par l'intégration. Il n'en est pas de même 

X Z 

des termes dépendants de la longitude du nœud : la fonction — ^ 

introduit dans P. dt le terme y — . sin. 2 y . cos. d. sin. A ; et, 

vu la lenteur des variations de 7 et de A , ce terme peut devenir, 
par l'intégration, très-sensible dans la valeur de d. On aura ainsi, 
à très-peu près, en observant que e eiy sont fort petits, et en ne 
conservant parmi les termes multipliés par ces quantités que ceux 
qui peuvent croître considérablement par les intégrations 

3 Ttï • 3 /n* 
fP\dt= T-.sin.0.cos. 2 v . cos. 6. f y dt. sin. A. 

7. sin. A est le produit de l'inclinaison de l'orbite solaire par le 
sinus de la longitude de son nœud ascendant, comptée de l'équi- 
noxe mobile du printemps, et cette inclinaison étant fort petite, 
on peut prendre pour y ou son sinus, ou sa tangente; or, on a 
vu, dans le n® 59 du troisième livre, que si l'on désigne par F la 
longitude du nœud ascendant de cet orbe, comptée d'un équinoxe 
fixe, tang.y.sin. F est donné par un nombre fini de termes de la 
forme c.sîn. (^f-4-ê), et que tang.y.cos. F est donné par le 
même nombre des termes correspondants c. cos. ((/ f-f-ê) ; de plus, 
\|/ étant le mouvement rétrograde des équinoxes, à partir de l'é- 
quinoxe fixe, on a A=^ F-4-\|/, ce qui donne 

tang.y . sin. A = tang. y . sin. F . cos. \|/ -t-tang.y . cos. F . sin. >|/. 

En substituante, sin. (^f+ê) au lieu de tang. 7. sin. F, et c. cos. [gt+è) 
au lieu de tang.y.cos. F, on aura 

tang.y.sin. A=c.sin. [gt-^^-^'^)- 

On voit donc que pour avoir tang. y. sin. A, il suffit d'augmenter 
les angles des différents termes de l'expression de tang. y. sin. F 
de la quantité \|/. On peut même, en né^igeant les quantités de 
l'ordre c\ substituer pour \|/ le moyen mouvement des équi- 

TOM£ U. 46 



362 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

noxes; et alors tang.y.sin. A sera composé d'un nombre fini de 
termes de la forme c.sin. (/f-f-ê), qui ne diffèrent des termes 
de l'expression de tang.y.sin. F qu*en ce que les angles gt sont 
augmentés du moyen mouvement des équinoxes. On trouvera, de 
la même manière, que tang.y.cos. A sera composé du nombre 
correspondant des termes de la forme c.cos. {ft-h€); ainsi, en 
désignant par 2 .c.sin. {ft-+-^) la somme de tous les termes de 
l'expression de tang.y.sin. A, l'expression de tang.y-cos. A sera 
S . c. COS. (/'H- 6), et ces quantités seront encore les expressions 
de y. sin. A et de y . cos. A. On aura, cela posé, pour la partie de 
fP'dt dépendante de l'action du soleil, 

j m j m* c 

fPdt= ^.sin.ô.cos. 21; H .cos.ô.S.^. cos. (/f-f-^)- 

Considérons présentement l'action de la lune. En désignant par 
IJ sa masse, et par à sa moyenne distance à la terre, en nom- 
mant de plus, relativement à cet astre, rn, v, F', e, A' et y, ce 
que nous avons nommé m, v, F, e, A et y, relativement au so- 
leil, et faisant 

—7- = X . m*, 
a ' 

on trouvera, par l'analyse précédente, 
fP'dt= j-^—f-.sm.d. COS. 2 V '- — . COS. d. fydt . sin. A'. 

La fonction — — introduit encore dans l'intégrale fPdt le terme 

— 1 — .sin.0./y*c/f .sin. 2 A'. 

Ce terme croît beaucoup par l'intégration ; mais il est aisé de voir 
que malgré cet accroissement il reste encore insensible, en sorte 
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que les seuls termes sensibles que Tâction de la lune introduit 
dans l'intégrale /P' c?f, et par conséquent dans la valeur de 6, 
sont ceux auxquels nous avons eu égard. Quelques astronomes 
ont introduit dans cette valeur une petite inégalité dépendante 
de la longitude du périgée de l'orbe lunaire; mais on voit par 
l'analyse précédente que cette inégalité n'a point lieu. Le moyen 
mouvement du périgée lunaire étant double à peu près du mou- 
vement des nœuds de la lune, im terme dépendant de l'angle 
2 A'-f-F' pourrait devenir sensible, quoique multiplié par ey*; 
mais l'analyse précédente nous montre qu'il n'existe point de 
terme semblable dans l'intégrale /P'c/f. 

Pour évaluer la fonction /y rff.sin. A', nous observerons que, 
dans tous les changements qu'éprouve la position de l'orbe so- 
laire, l'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire sur son plan reste 
toujours la même, comme on le verra dans la théorie de la lune; 
or, en supposant ce satellite mû sur le plan même de l'orbe so- 
laire, on a y'=7, et A'^-i^r A; on a donc, eu égard aux variations 
de l'orbe solaire, 

fydt . sin. A'== — S . -t. . cos. [ft -^ ê). 

Soit de plus c la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbe de 
la lune sur celui du soleil, et — ft — ê' la longitude de son nœud 
ascendant sur cet orbe, comptée de Téquinoxe mobile du prin- 
temps; on aura, en vertu de cette inclinaison, 

f y dt. sin. A= yr.cos. {f't-^€'j; 

en réunissait donc ces deux termes, on aura, relativement à la 
lune, 

f y dt. sin. \'= jj.cos. [ft-^%') — S.^.cos. (/fH-ê); 

46. 



364 MÉCANIQUE CELESTE. 

et Ton aura , par les actions réunies du soleil et de la lune , 



T.sin. &.|cos. 2i;H r-cos. iv 



ô=A-f- 7— •(-— -77— —)•( — (i-4-X)m.cos.ô.S,^.cos. (/'-4-6)|. 

■\ -ji — . COS. B. COS. [ft-h^') 

6. Déterminons présentement la valeur de >|/, et pour cela 
reprenons la seconde des équations [H] du n** 4, en lui donnant 

cette forme, 

, , . ^ (2 C-A-B) p ,^ 
au/.sm. = ^ 7^ — '-.P.dt: 

^ 271. C 

on a, par le numéro précédent, relativement au soleil, 



r* . y / ^ r* 



P-Z*=-^.cos\^.|i- 
a 2 



{1— cos.21;} — ^.sin*.y.jcos.2A— COS. (2 V— 2A)) 



^.sin".y.{i— cos.{2i;— 2A)JH — ^.sin\~.{i— cos.(2v— 4A)j, 

YZ= -y--sin.2y.cos.A ^.sin.y. cos*.-.cos. {2V— A) 

H — ^.sin.y. sin*.-.cos. (21;— 3 A); 

on aura donc, par Tanalyse du même numéro, en négligeant les 
carrés de e et de y, et les quantités qui restent insensibles après 
l'intégration , 

P.dt= .à. sin.ô.cos.ô 7— .sin.Ô.cos.Ô. rf. sin.2t; 

3m* 
H . y dt. COS. A.{cos\Ô — sin'.Ôj; 

expression dans laquelle il faut substituer, pour y. cos. A, sa va- 
leur 2 . c. cos, {ft-h 6). 
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On trouvera, par la même analyse, que l'on a relativement à 
la lune , 

Pdt= — - — - — .sin.0. COS.0 r^— .sin.0. cos.O.rf.sin. 21;' 

-.{cos*.0 — sin*.0}.S.c. COS. (/ï-+-ê) 



2 



.jcos\0 — sin*.0j.c. COS. (/'ï-+-ê'); 



on aura, par conséquent, 



f . w n cos.ô ( 7 • Xm , • ,1 
(i+A).m. cos.O TT-i"- sm. 2vH r- «• sm.2t; 



ji^4E. ('C-/-^) .+(.+X).m. i"'^'-'-f-^I .S.c.cos.(/(+ë) 

dt an C 1 sm.0 ^^ ' 

+Xm. ■! ^-2 ^. c . COS. ( fi+ g 

Pour intégrer cette équation , nous observerons que la valeur de B 
n'est pas constante, et que ses variations séculaires deviennent 
sensibles, par l'intégration, dans le premier terme de cette ex- 
pression de -77- ; or la seule partie de la valeur de qui puisse 

acquérir une valeur un peu grande, par la suite des siècles, est 
celle-ci , 

7~-( — ^~c~~\ (n-^)-^s.0. S.^.cos. (/f-4-ê) ; 

c'est donc la seule à laquelle il soit nécessaire d'avoir égard : 
ainsi en faisant, pour abréger, 

-j^-y — c — j-(i-^>^)-<^os.A=/, 

le premier terme de l'expression de -tt- deviendra , en négligeant 
les quantités de l'ordre c\ 



Z-t-/Mang. A. S.-7.COS. (/f-t-ê). 
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Il est inutile d'avoir égard à la variabilité de d dans les autres 
termes de cette expression, qui donne, après l'avoir intégrée, 

\|/i=/f+^+S. H^— 1 j.tang.A+cot.Â .-^.sin.(/f+ê) . . .sin.2i' 

7-f — -T-.sin.2i; + 7 — rzr^' — '- — î 7— ^.c.sin. (/ t+6 , 

i étant une constante arbitraire. 

L'expression de B du numéro précédent peut être mise sous 
cette forme, 

= A S.-TT-.COS. {/<-+-€) H- / .%\ /y 'g'- COS. (/'<-f-ê') 

Z.tanfi:./( ( m ^ /) 
7-2 — . , } COS. 2V-\ 7. A. COS. 2 tM. 

2/w.(i+X) I m ) 

En réunissant ces valeurs de \|/ et de avec celle-ci, p=^n, on 
aura tout ce qui est nécessaire pour déterminer à chaque instant 
les mouvements de la terre autour de son centre de gravité. 

7. Les valeurs de \|/ et de sont relatives à un plan fixe; pour 
avoir ces valeurs par rapport à l'éclip tique vraie, considérons le 
triangle sphérique formé par l'éclîptique fixe, par Fécliptique 
vraie, et par l'équateur. Il est aisé de voir que la différence des 
deux arcs interceptés entre l'équateur et le nœud ascendant de 
l'orbe solaire, dans ce triangle, est, à très-peu près, égale au 
produit de cot. 0, par l'inclinaison de Forbe solaire à Fécliptique 
fixe, et par le sinus de la longitude de son nœud; cette différence 
est donc égale à cot. 0. S.c. sin. (^f-l-ê); or, si l'on nomme \|/' 
la distance de Fintersection de Fécliptique vraie et de Féquateur, 
à Forigine invariable, d'où Fon compte Fangle \|/ sur le plan fixe, 
on aura, 'à très-peu près, -^ — \|/' pour cette différence; on aura 
donc 

\|/ — \|/'z=cot.0.2:.c.sin.(/fH-ê); 
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d'où 1 on tire 

l7i |cos*.A— sin*.A} /.//»/ z3/\ l 

-f- 7 ZT-Ff'' — ^-— F T-^.c. sin.i t t-\-Q] 7 — -T.sin. 2V 

(i-fX)./ sm.A.cos.A ^^ ' im\\+K) 



.sin. IV . 



Si Ton nomme ensuite 0' Tinclinaison de Técliptique vraie sur 
Téquateur, on trouvera facilement, en considérant le triangle 
sphérique précédent, et en observant que 0' — B est fort petit, 

0'— 0=S.c.cos.(/f-4-g); 

on aura, par conséquent, 



0'=A-4-S 



Lianis-h ( ni ^ ,) 

H / ^\ .{cos. 2î?H T. A. COS. 2v\. 

La partie S.f^^-^ j.c. cos. [ft-h^) de cette expression donne la 

variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie sur l'équa- 
teur. Si la terre était sphérique, il n'y aurait point de précession 
en vertu de l'action du soleil et de la lune; on aurait ainsi /=o, 
et la variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie serait 
S. c.cos. (/*H-6). On voit donc que l'action du soleil et de la lune 
sur le sphéroïde terrestre change considérablement les lois de 
cette variation, qui deviendrait même presque nulle, si le mou- 
vement de précession dû à cette action était très-rapide relati- 
vement au mouvement de l'orbe solaire; car ce dernier mouve- 
ment dépend, parle n° 5, des angles (/ — /). t, dans lesquels les 
coefiicients/ — / seraient alors très-petits par rapport à / et à/, en 

sorte que la fonction S I'^-t' )• ^- ^^s. (/<-+-ê) deviendrait presque 
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insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les 
masses des planètes , l'étendue entière de la variation de l'obli- 
quité de Técliptique est réduite, par l'action du soleil et delà 
lune, sur le spbéroïde terrestre, à peu près au quart de la valeur 
quelle aurait sans cette action; mais cette diflFérence ne se mani- 
feste qu'après deux ou trois siècles. 

Pour le faire voir, développons la fonction S .(^^y")^- <^os.[ ft+è) 

par rapport aux puissances du temps; elle devient, en négligeant 
les termes au delà de sa première puissance, 

S.f^^^r- j.c. COS. ê — f. S. [f — /j.c.sin.ê. 

Le coefficient y — / est, comme on Ta vu, le même pour la terre 
supposée sphérique que pour le cas où elle diffère de la sphère; 
la variation séculaire de l'obliquité de l'écHptique est donc la 
même, pour ces deux cas, dans les temps voisins de l'époque. 

La fonction S.|i-h -T.t^ngKhi. [l — f).coi.h.c.cos. (/f-t-ê) de 

l'expression de -tt- donne la diminution de Tannée moyenne, 

en réduisant cette fonction en temps, à raison de la circonférence 
entière pour une année. La diminution qui aurait lieu par le seul 
mouvement de l'écHptique, et en faisant abstraction de l'action 
du soleil et de la lune sur le sphéroïde terrestre, serait 

S. (/ — /) . cot. A.c.cos. [ft-t-è); 

cette action change donc encore l'étendue de la variation de Tan- 
née, et la réduit à peu près au quart de la valeur qu'elle aurait 
sans cette action. 

8. Considérons présentement l'influence de cette action sur 
la durée du jour moyen. Nous observerons d'abord que l'axe ins- 
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tantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe principal 
que d une quantité insensible : on a vu , dans le n** 28 du premier 
livre, que le sinus de Tangle formé par ces deux axes est égal à 

:; or il est visible, par ce qui précède, que o et r sont 

insensibles, et qu'ils n'ont d'influence sensible sur les valeurs 
de ô et de \|/ que par les intégrations; on peut donc toujours 
confondre l'axe instantané de rotation de la terre avec son troi- 
sième axe principal, et ses pôles de rotation répondent toujours, 
à très-peu près, aux mêmes points de sa surface. 

Déterminons le mouvement de rotation de la terre autour de 
son troisième axe principal. Il est aisé de voir que p étant égal à 

^ — ^.cos.0, il exprime ce mouvement. Si, dans les équations 

(G) du n® 4, on suppose A = B, ce qui a lieu lorsque la terre est 
un sphéroïde de révolution, la première de ces équations donne 
dp = Oy et par conséquent p égal à une constante n; mais, ces 
équations n'étant qu'approchées relativement à l'action de l'astre 
L, nous allons prouver que l'équation p=n sl encore lieu, en 
ayant égard à tous les termes dus à cette action. 

Si, comme dans le n° 2, on prend pour le plan des x et des j, 
celui de l'équateur, la première des équations ( D ) du n** 1 de- 
viendra 

, dN 
dp=--; 



et l'on a , par le n** 3 , 

dN _ 
IT — 

Soit 



•^'^\y-^Z)-'''^^)\ 



y, ^ L.dm 



y(a:'_a;)«+(jr'_j.)«+(z'_z)' 
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on aura, par le n* 3, en observant que, par la nature du centre 
de gravité, 5.a;'(/m = o, S.y'dm==:o, 5.2'(ini=o, 



dN 
dt 



-y- \dr) ^- Xdf) ■ 



V étant le produit de L par la somme de toutes les molécules du 
sphéroïde terrestre, divisées respectivement par leurs distances 
à L, il est clair que ce sphéroïde étant supposé de révolution, F' 

est le même lorsque z et y/x'H-j' sont les mêmes; V est donc 

fonction de ces deux quantités ; ce qui donne -7-- 1= o , et par 

conséquent dp = o oup = /i. Voilà donc un cas fort étendu dans 
lequel le mouvement de rotation de la terre autour de son troi- 
sième axe est rigoureusement uniforme. 

Dans le cas général où les trois moments principaux d'inertie 

sont inégaux, le terme [ .. Vqrdt de la première des équations 

(G) du n"" 4 est insensible, même après sa double intégration, 
dans l'expression de fpdt, qui représente le mouvement de rota- 
tion de la terre après un temps quelconque. En efiet, on a vu, 
dans le n** 4 , que les valeurs de 9 et de r ne renferment point de 
très-petits diviseurs, qui ne sont introduits dans les expressions de 
et de \|/ que par les intégrations; ^ et r sont donc de l'ordre le, 
en n'ayant égard qu'aux très-petits angles dépendants des varia- 
tions séculaires de l'orbe terrestre; et le terme ( .^ ) .or est de 

^ ). La double intégration peut lui donner un di- 

^ . , /B—A\ 

viseur de l'ordre /*, et alors il sera de l'ordre ( —7^— | . c% et par 

conséquent insensible. 

Si, dans le second membre de la première des équations (G), 
on substitue au lieu de 6, (p et i^/, leurs valeurs données par une 
première approximation , il suffira de n'avoir égard qu'aux termes 
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de ces valeurs qui ont de très-petits diviseurs, et qui sont de la 

forme — y—. ' . (/^H-ê), f étant un très-petit coefficient du 

même ordre que /. Mais ces termes substitués dans ie second 
membre de la première des équations (G), s*y trouvent multi- 
pliés par le sinus ou le cosinus de 2 (p, et par /; ainsi , après leur 
double intégration dans l'expression de fpdty ils restent encore 
insensibles. On voit donc que, dans le cas même où les trois 
moments A, B, C sont inégaux, le mouvement de rotation de la 
terre peut toujours être supposé uniforme, ou, ce qui revient au 
même, p peut toujours être supposé égal à une constante 71. 

9. C'est ici le lieu de discuter les variations du jour que les 
astronomes nomment jour moyen. Le moyen mouvement sidéral 
de la terre dans son orbite est uniforme, comme nous l'avons 
démontré dans le second livre, n° 54. Si l'on conçoit sur cette 
orbite un second soleil dont le mouvement et l'époque soient les 
mêmes que le moyen mouvement et l'époque du moyen mouve- 
ment du vrai soleil; si l'on conçoit de plus, dans le plan de l'équa- 
teur, un troisième soleil, mû de manière qu'il coïncide avec le 
second soleil toutes les fois que celui-ci passe par Téquinoxe du 
printemps, et que sa distance à cet équinoxe soit toujours égale à 
la longitude moyenne du soleil; l'intervalle de deux retours con- 
sécutifs de ce troisième soleil au méridien sera ce que l'on appelle 
jour moyen. Si le mouvement de l'équinoxe sur fécliptique vraie 
était uniforme, et si l'inclinaison de cette écliptique à l'équateur 
était constante, le troisième soleil se mouvrait toujours uniformé- 
ment sur l'équateur ; mais les variations séculaires du mouvement 
des équinoxes et de l'obliquité de l'écliptique introduisent dans le 
mouvement de ce troisième soleil de petites inégalités séculaires 
que nous allons déterminer. 

On a vu, dans le numéro précédent, que la vitesse de rotation 
de la terre peut être supposée égale à une constante n, et que 
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son axe instantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe 
principal que d'une quantité insensible. Soit donc s la vitesse an- 
gulaire du troisième soleil que nous concevons mû dans le plan 
de l'équateur, et v sa distance à Téquinoxe du printemps, rap- 
porté à Técliptique fixe ; n—s sera la vitesse angulaire du premier 
axe principal de la terre, relativement à ce soleil; et l'on aura 

d(^ — dv=[n — s).dt. 

Mais on a, par le n*" 4, 

d(p =zndt-^ dy^/ .cos.d; 
on aura donc 

dv = sdt -h dy^ . cos. d. 

Soit V la distance angulaire du troisième soleil à l'équinoxe réel, 
c'est-à-dire à l'intersection de l'équateur avec l'écliptique vraie. 

Il est aisé de voir, par le n*" 7, que v — v est égal à ^ y et 

X X ^ 1 ^ 2.c.sin.(/t + e) . , 

par conséquent égal a r-^^^ ^ ; ce qui donne 



dv'=sdt-hd>l.cos.d-dt. ^•^•/•'^oM/^ + g). 

^ sm.O 

Soit gt le mouvement sidéral du second soleil sur l'écliptique 
vraie; g+ -jr ^^^^ sa vitesse angulaire relativement à l'équinoie 
réel; mais on a, par le n*" 7, 

d^' dit 

-jj- ='j- — COt.0. S.c./.COS. (/ï-t-ê); 

cette vitesse est donc égale à 

dif 
5f-H-TT — cot.0.S.c./.cos. (/f-hê) : 
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elle doit être égale à ^ ; on pourra donc , au moyen de cette 

égalité, déterminer s, et Ton aura 



s 



:g^{l—COs£).^-i-(l^^^ 



En substituant pour rf\|/ et 6, leurs valeurs précédentes, on aura 

s=g + l. (i —COS. A) — sin. il . S . -7- . cos. {ft+ ê) 

+ {1— cos.A) .S. I (-7— /] .tang. A+Z.cot.AJ .c.cos. {ft+^) 



+ 



(•4S^)-^-^-/-^^-(/'+^)- 



Le temps exprimé en jours moyens est égal kfsdt; on aura donc, 
pour Téquation de ce temps, 

— sin. A.2 .— ^.sin. (/f-i-ê) 

-+-(1 — cos. A) . 2 .|(-^ — -7). tang. A-+- -r-cot. AJ.c.sin. [ft-h^) 

Cette équation réduite en temps, à raison de la circonférence en- 
tière pour un jour, ne s'élevant qu'à quelques minutes dans une 
période de plusieurs millions d'années, sa considération est inu- 
tile aux astronomes. 

10. L'analyse des numéros précédents suppose la terre entiè- 
rement solide : mais elle est recouverte, en grande partie, d'un 
fluide dont les oscillations peuvent influer sur les mouvements 
de l'axe terrestre; il importe donc d'examiner cette influence, et 
de voir si les résultats que nous venons de trouver n'en sont point 
altérés. Pour cela, il faut déterminer ce que l'action de l'Océan 
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sur le sphéroïde qu'il recouvre ajoute aux valeurs de dN, dN' et 
dN" du n'' 1. On a vu, dans le n*" 25 du premier livre, que P, Q, 
R étant les forces dont la molécule dm du sphéroïde terrestre est 
animée parallèlement aux axes des x\ des y et des z, et en sens 
contraire de leur origine, on a 



dN 
dt 

dN' 

dt 

dN" 
dt 



:=5. jQ.x' — P.y\.dm, 



S .\R. X — P.z\.dmy 



z=izS.\R .y — Q'Z\. dm. 



Voyons quelles sont les quantités que l'action de l'Océan intro- 
duit dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre 
par sa pression et par son attraction ; considérons séparément ces 
deux efiets. Nous supposerons, pour plus de simplicité, que le 
plan des x et des y est le plan même de l'équateur, ainsi que 
nous l'avons supposé dans le n° 3. 

Dans l'état d'équilibre, la pression et l'attraction de l'Océan ne 
produisent aucun mouvement dans Taxe de rotation de la terre; 
il ne faut donc avoir égard qu'à l'action de la couche d'eau qui, 
par les attractions du soleil et de la lune, se dispose sur la sur- 
face d'équilibre qui terminerait l'Océan sans ces attractions. Re- 
présentons par ay l'épaisseur de cette couche, et prenons pour 
unité de densité celle de la mer, et pour unité de distance le rayon 
moyen du sphéroïde terrestre : nous aurons ainsi à considérer l'ac- 
tion d'une couche aqueuse dont le rayon intérieur est l'unité, et 
dont le rayon extérieur est i-haj. Si l'on nomme g la pesanteur, 
la pression d'une colonne de cette couche sera le produit de agy 
par la base de cette colonne; ce sera, par le n*" 36 du premier 
livre, l'excès de la pression dans l'état du mouvement du fluide 
sur sa pression dans l'état d'équilibre. 
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Soit R le rayon mené du centre de gravité de la terre au point 
de la surface du sphéroïde que cette colonne presse; soit (x le co- 
sinus de Fangle que le rayon R forme avec Taxe de rotation , et tar 
Tangle que le plan mené par cet axe et par jR forme avec l'axe 
des œ. Soit enfin u=o l'équation de la surface du sphéroïde que 
recouvre la mer, a étant fonction des coordonnées x, y\ z\ qui 
déterminent la position du point dont îl s'agit; on aura 

x= R.^i — |x*. COS. tar, 
y=R . \/ 1 — (A*, sin. tar, 
z=R.yL. ^ 

La base de la petite colonne que nous venons de considérer peut 
être supposée égale à /î*. J|x. rftsr; la pression de cette colonne est 
donc ag .y . R\ dyL . d^. Cette pression est perpendiculaire à la sur- 
face du sphéroïde; en la décomposant en trois forces parallèles 
aux axes des x, des y et des z et supposées tendre à augmenter 
ces coordonnées, on aura, pour ces forces, par le n° 3 du pre- 
mier livre. 



9 y 



.R^.dii.d^ / du\ agy.R^.dfjL.d^ / du\ 



agy.R^.dfjL.d^ { du\ 

7 W)' 



/étant égal à v/(-^) ^-l-^) -*- i'Tl ' ^'équation à la surface 
du sphéroïde est de cette forme , 

9 étant une fonction très-petite de x, y, z, dont nous néglige- 
rons le carré; on a donc 

ii = a;'*-f-y*-t-z'* — 1 — 2 q; 
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ce qui change les expressions des trois forces précédentes dans 
celles-ci , 



2ag 



.y.R^.dfjL.d^ ( , ( ^9\\ lag.y.R^.dii.ia ( / ( ^9\[ 

—f r~w]y 7 'vwjy 

2ag.y.R*.d(jL.d^ ( , ( ^9\\ 

7 TWjy 



on aura ainsi, en n ayant égard qu'à ces forces, 



dN ç 2«^ 



dt 

dN' 
dt 

dN" 
dt 



S. 



S ^'^ 



.y.R\dii.dv \>(dq\ '(dq\\ 

~~f T'wr^'Wly 

.y,R*,dfjL.d^ { //dq\ '/^7\) 

— 7 T'W)~'''w)y 

—7 y'wr'''w)y 



Rapportons les diflFérences partielles ( -^ 1 , ( -Xf 1 et ( -7^ ) aux va- 
riables Ry |x et tsT. Pour cela nous observerons que Ion a 

R = yjx''-+^y^^z\ tang.t!T=J, i^=i^^ 
d'où il est facile de conclure, 



on aura ainsi , en observant que , dans les valeurs de —77- , -^t- , 



PREMIERE PARTIE, LIVRE CINQUIEME. 377 

—n--> on peut, en négligeant le carré de cf, supposer /l=i ety=Q , 



dN 
dt 

dN' 
dt 

dN' 
dt 



S.agy.dii.d'Cf.L^'y 
:5.«^j'.rffA.(/t!r.jVi-f^'.cos.<Gr.(^j-t-^^.(^)[, 



Déterminons présentement les valeurs de -jr^ -rf et -r— rela- 
tives à Tattraction de la couche aqueuse sur le sphéroïde terrestre. 
Il est clair que si ce sphéroïde et l'Océan qui le recouvre for- 
maient une masse solide, il ny aurait aucun mouvement dans 
cette masse, en vertu de l'attraction de toutes ses parties; l'eflFet 
de l'attraction de la couche aqueuse sur l'Océan, ajouté à l'eflFet 
de son attraction sur le sphéroïde terrestre, est donc égal et d'un 
signe contraire à l'eflFet de l'attraction de la terre entière sur la 
couche aqueuse; d'où il suit que l'eflFet de l'attraction de cette 
couche sur le sphéroïde terrestre est égal à la somme des eflFets 
de l'attraction de la terre entière sur la couche, et de l'attraction 
de la couche sur l'Océan, cette somme étant prise avec un signe 
contraire. 

La résultante de l'attraction de la terre entière sur la petite 
colonne ay.d^x.d'Ui de la couche aqueuse, et de la force centri- 
fuge, est perpendiculaire à la surface d'équilibre de la mer; on 
aura donc l'attraction de la terre entière sur cette colonne, en la 
concevant animée de cette résultante et de la force centrifuge prise 
avec un signe contraire. La première de ces deux forces est la 
pesanteur ^, qui doit être mulipliée par la masse OLy.d^.d'cs de 
la molécule; en supposant donc que l'équation de la surface d'é- 
quilibre de la mer soit 

TOME II. 48 
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on aura, par ce qui précède, les parties de —r-, -j— et -t--, rela- 
tives à cette force , en changeant dans les expressions précédentes 
de ces quantités, q en q. Il faut de plus, comme on vient de le 
dire, les prendre avec un signe contraire; en les réunissant ainsi 
aux expressions précédentes, et observant que q' — q exprime la 
profondeur de la mer, que nous supposons très-petite et que nous 
représenterons par y, on aura 



dt 

dN' 

dt 

dN' 
dt 



= — S. ctgy. d^. dia.i-j-u 

=-5.a^j.rfft.rf^.jv^T=^sin.<Br.(^)- ^i^.(^)]. 

Il faut maintenant considérer TefiFet de la force centrifuge prise 
avec un signe contraire, et le retrancher de ces valeurs, ce qui 
revient à leur ajouter l'effet de la force centrifuge. Si Ton désigne 
par 71 la vitesse de rotation de la terre, la force centrifuge de la 
petite colonne ay. d(i. d^m sera n\ sji — (x*; en la multipliant par 
la masse de la colonne, on aura any.d^i.d'cs.^i — |x* pour la 
force entière. Cette force est dirigée suivant le rayon du parallèle 
terrestre; en la décomposant en deux. Tune parallèle aux x, et 
l'autre parallèle auxj, on aura ot,ny. d{L.d^.yJ \ — |x*. cos.^ pour 
la première, et djCy.d^.d'&.sJi — |x\ sin.'cr pour la seconde; on 

aura donc, pour les parties de -^, -rr- et -r— relatives à la 
force centrifuge, 



dN 
dt 

dN' 
dt 

dN" 
dt 



o, 



S. OLny. d(i. d'us. (X. \Ji — (x*. cos-W , 
S.any. dfi. d^GS. (i. \/ 1 — (x*. sin. «. 
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n nous reste à déterminer YeSet de rattraction de la couche 
aqueuse sur l'Océan. Pour cela représentons par a 27 la somme 
des molécules de cette couche, divisées par leurs distances res- 
pectives à une molécule de l'Océan , déterminée, soit par les quan- 
tités R, (X et iff, soit par les coordonnées x, y\ z ; a-(-r-r K ^f j~7") 
et ût.(-r-r) seront les attractions de la couche sur cette molécule, 

parallèlement à ces coordonnées, ces attractions tendant à les 
augmenter. La masse de la molécule est R* dR. dfi. dfis ; on aura 

donc, pour les parties de —r-, -ttj -jt^ relatives à l'attraction 

de la couche aqueuse sur l'Océan, 

5. afrc/fl. c/fi^c/tsT. I^'.(-t-t) — /mt" 



/ /M 



S.aR*dR. dfi.d^.\x.l--r-T] — ^-l j"^) m 
S.aR^dR.dfi.d'GS.iyA-j-r) - 



, fdU 

z . 



dyjy 

Pour intégrer ces fonctions relativement à iî, nous observerons 
que la profondeur de la mer étant supposée très-petite , on peut 
supposer /î=i et fR^dR=y. Si, de plus, on change les diflRé- 

rences partielles (^-r), (;j--r) et (t^) en d'autres relatives aux 

variables R, © et jx, les fonctions précédentes deviendront, en les 
prenant avec un signe contraire, 

c j j_i./ : fdU\ tt.siD.«r (dlJ\) 

— b.cey.dLL.cm.\\J\ — tt'.cos.'g.l-r— 1-4- ^- .l^r— iL 

c j j (./ : • /<iU\ u.cos.'cr /dU\) 

- 5. «y. *. d». j X/nrj?. sra . „. ^3- j - ^^^^ . (3- j j . 

43. 
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Si l'on réunit ces valeurs aux expressions partielles de -tt-, -t- 

et -TT-, trouvées ci-dessus, on aura, pour les expressions entières 

4e ces quantités relatives à l'attraction et à la pression de l'Océan 
sur le sphéroïde terrestre , 



dN 
dt 

dN' 
dt 



= — S.agy.d(i.d'aJ-r-\ — S.ay.dfi.dts.l-T—u 

= — «5. «s^. <ifA. rf-oy. j \/T^^ œs. <©. (^ j H- ^^= 

- 5. «y. rf^. rf«. j V/iqi^. COS. -«r. (^) -H ^1^ . (^) j 

— S. OLny. dfi.d^. (X. \/ 1— (X*. cos.'BT, 

o ? 1 ( / ; • /dU\ Lt.cos.'cr /dU\) 



S.any. d(i. d^. (x. y/i— (x*. sin. «. 



Les intégrales précédentes doivent être prises depuis (x= — i 
jusqu'à (x=i, et depuis ^©=0 juscju'à ^ égal à quatre angles 
droits. En intégrant par rapport à ^sr, on a 

S. (tgy. d^. 1^1=: OLfjyy. — S.agy. d^cs. ( -p ) -t- constante ; 

or il est clair quaux deux limites de l'intégrale, où t5=o, et tzr 
est égal à (juatre angles droits, la fonction oigyy est la même, 
puiscjue ces deux limites appartiennent au même point de la 
surface du sphéroïde; on a donc a^jy -t- constante =o, et, par 
conséquent , 

5. agy. d^i. d^. LA =—S.ag.y. d^i. d^. i£\ . 
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En intégrant par rapport à (x, on a 

— 5.a^y.cZ(x.f^|.\/i— (x'.sin.'BT + const. 

L'intégrale doit être prise depuis (x = — i jusqu'à (x=i; or j et y 
ne sont jamais infinis; ainsi le radical \/i— (x* étant nul à ces 
limites, on a, à ces mêmes limites, 



a^. jy . y/ 1 — (X*. sin . 'BT -t- constante = o ; 
et, par conséquent, 

5 1 1 ( ày\ I 1 . o u.du. diff.sin.zr 

— 5. (xgy. d^. d^zs. ( -p ) • \/i — (x*. sin.tJ. 
On trouve encore, en intégrant par rapport à ^, 

Ç ^m^ ^.. ^^ f*. COS. tir (dy\ ç I I f^'COStff (dy\ 



S.oy.yy.dyi^.d^. 



/x.sm.cor 



on aura donc 

S.agy. d(i. i^.j ^T:^*. sin.^.(|) -^^^. (g) j 

On trouvera pareillement 

5. «sîy.rf^. rf-o. j v/T^'. COS. 'cr.(^) -H 7==- (^) j 

= - 5. o^y. rfft. d«. j V^I3]^^ COS. ^. (^) -h ^^^ . ^ 
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les expressions précédentes de —i— , —jt^^ -jr-» deviendront ainsi 

—S.any. d^. d^. (i. y 1— (x*. cos. ^, 

f:=5.«,,^....jvi^.si...^.(^-(f)|-i^.|,.(g)-(«[)| 

— 5. a /i^. d^. d^. jx. y 1 — (X*. sin. tsr. 

11. Déterminons maintenant Finfluence de ces quantités sur 
les mouvements du sphéroïde terrestre autour de son centre de 
gravité. Pour cela reprenons les équations (Z)') du n** 1. Si l'on 

néglige les quantités très-petites (— tt— Vqr.dt, l — j- \.rp.dt et 

l—n-j'P^I'dt; si, de plus, on observe qu'ayant pris pour les 

axes des x, desj et des z' les axes principaux, on a ^=0 et 
d = Oj on aura 

dN , dN' , dN' 



dp=-YT-, d(]=-j-, d 



r 



A ' ' B ' 

On voit d'abord que les termes dépendants de très-petits angles 
que contient dN, peuvent, par l'intégration, en produire de très- 
grands dans la valeur àep; il est donc nécessaire d'avoir égard à 
ces termes. 

On a vu, dans le n"" 4, que 

do • ^ ^ 

— =rr. sm. (p — ^.cos. 9^ 

sin. ô.-^ i=r. cos. (^-4-^. sin. (p ; 
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en faisant donc 

d9 „ sin.B.d^f n 

Tt—^' dt —y^ 

et observant que d(p est, à très-peu près, égal à nàty on aura 

dx"=dr. sîn. (p — dq .cos. (p-^ny .dt, 
dy'^^^^dr. COS. ^-t-d^. sin. ^ — nx\dt. 

Si Ton substitue pour dq et dr leurs valeurs précédentes, dans 
lesquelles on peut changer -4 et J5 en C, on aura 

ax= jT- . sin. ^ Y^ • cos. ^-\-ny . dt, 

dy = T^.cos. (pH — Y^. sm. (p — nx .dt. 

Soit H. dt. COS. [it-he) un terme quelconque de — '■ — -^ '- — ^, 

et H\dt. sin. [it-+'e) le terme correspondant de — '- — -^ '- — —\ 

les termes correspondants de x et de y" seront 

y=[ i^^n^ j .cos.(if-f-e), x = \^ ,^_^, j.sm,(if^g). 

Les termes dépendants de très-petits angles, ou dans lesquels i 
est fort petit, sont encore peu sensibles dans les valeurs de x" et 
de y", mais l'intégration les rend très-sensibles dans les valeurs 
de et de >|/; et Ton a vu, dans le n** 4, que la précession et la 
nutation dépendent de termes semblables : il est donc essentiel 
d'y avoir égard. Ces termes sont produits par ceux de diV' et de 
dN", qui dépendent d'angles très-peu différents de nt; car, en les 
multipliant par sin. ^ et par cos. ^, il en résulte des termes dé- 
pendants de très-petits angles : ainsi l'on doit faire une attention 
particulière à ces termes. 
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Les termes dans lesquels i est très-peu différent de n devien- 
nent fort grands, dans les valeurs de x" et de y\ parce que le di- 
viseur i* — n\ est alors très-petit. Ces termes résultent de ceux 
de dN' et de diV" qui renferment de très-petits angles, et aux- 
quels il est nécessaire, pour cela, d'avoir égard. Us peuvent en- 
core être produits par les termes de dN' et de dN" dépendants 
d'angles très-peu différents de 2nt; en effet, si, par exemple, 
dJY' renferme le terme L.dt. sin. (2 /if-hrf-h-e), v étant très-petit, 

il en résultera, dans la fonction ^, , le terme 

—p-dt. COS. [2nt—(p'{-vt+e) , et dans la tonction ^ -, 

le terme —rr.dt. sin. (2 nt — ^-j-rf-f-e). Mais, dans ce cas, H' 

étant égal à H, les expressions correspondantes de y" et de x' 
perdent leur très-petit diviseur i — n, et, par conséquent, sont 
insensibles. On verrait de même qu'un terme de d]S\ de la forme 
L.dt. COS. (2nt-+-vf-+-e), ne produirait dans x et y'^ que des 
quantités insensibles; il ne faut donc avoir égard, dans les va- 
leurs de dN, dN' et dN"j qu'aux termes dépendants de très-petits 
angles ou d'angles très-peu différents de n t. 

Pour analyser ces différents termes, il est nécessaire de rappeler 
les équations différentielles du mouvement de l'Océan. Considé- 
rons une molécule de sa surface, déterminée dans l'état d'équi- 
libre par les coordonnées (x et «; concevons que, dans l'état de 
mouvement, elle soit élevée de la quantité ay au-dessus de la sur- 
face d'équilibre; que sa latitude soit diminuée de la quantité 
au; et que l'angle « soit augmenté de av. Nommons encore v la 
déclinaison de l'astre L, Il son ascension droite, et r sa distance 
au centre de gravité de la terre; soit 



3L 
a/=^ ^ — ; . jcos. 6. sin. v ; -sin. 6. cos. v . cos. (Il — ^ — ^w) (*; 
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on aura, par les n''* 3 et 4 du quatrième livre, les trois équa- 
tions suivantes, 






idv /da\ (t 



yj-Tn::^ 1-^* 



ddv 

Si l'on ne considère que les angles croissant avec une extrême 
lenteur ou indépendants de ^, il est visible que la partie de/ 
relative à ces angles est indépendante de ^m; les parties de y et 
de U, relatives aux mêmes angles, seront donc elles-mêmes in- 
dépendantes de 'CT, en sorte qu en ne considérant que ces termes 
on aura 

(^)=«' {S)=°' (^)=°' 

et par conséquent, 
dN 



di 



=o, 



On a vu, dans le n° 6 du quatrième livre, que, relativement aux 
termes croissant avec une extrême lenteur, on peut supposer, à 
très-peu près, 

°=ï-(^)-(f)-(^)^ 

cette équation est d'autant plus exacte que ces termes varient 
avec plus de lenteur, et qu ils ont, par conséquent, plus d'in- 

TOIIE II. 40 
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fluence sur les monveineots de Taxe de la terre; on a donc, re- 
lativement à ces termes, 

rfiV'.cos.^— {f^^^sin.^ Q 11^ ,/ : ,^ > (df\ 

1— ^===5.ay.rf(i.dtsy.yi— (x\cos. (^-4-tsy).(T«^|. 

Considérons présentement les parties de -^ et de —rr- qui dé- 
pendent d'angles très-peu différents de m f. On a 

-S.«7.rf^.d«.-^_.c<».(9+Kr).jj.(^)-(^)j 

— 5-an*j.rf(Jt.cZ'nT.(x.\/i — (x*.sin.(^+'BT). 
La première des équations (/) donne 



5.an*j.d(x.rf'nT.(x.\/i— (jt*.sin.(^+tsy) 



En intégrant depuis (x= — i jusqu'à fi=i, on a 

on a pareillement, en intégrant depuis 0=0 jusqu'à tsr égal à 
quatre an^es droits, 

.S\(/i!T.sin.(^+«).|-^^|=--5.yt;.rf'nT.cos.(9-}-tsy); 

partant , 

4^S.aii\yt;.dj|x.ix5.jx*\/ 1 -- (x'.cos. (9-HC^) 
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On peut supposer yn développé daus une suite de termes de la 
forme H. cos. ( i t-f-5'OT-f- e) , H étant fonction de ft seul, et $ étant 
un nombre entier positif ou négatif, ou zéro, les nombres frac- 
tionnaires étant exclus, parce que y a est le même lorsque «=o 
et lorsque ^m est égala quatre angles droits. Pareillement, y t; peut 
être supposé développé dans une suite correspondante de termes 
de la forme Af. sin. (û-+-5«-f-e), M étant fonction de |x seul. 
Soient H* et M' les valeurs de jfiT et de Af relatives au même 
arc it, et qui correspondent à 5=1. Le coefficient i étant supposé 
très-peu difiFérent de n, Tangle i( — (p-He croît avec une lenteur 
extrême; en ne conservant donc que les termes dépendants de 
cet angle, on voit que les termes de y u et de yv, dans lesquels s 
est di£Férent de Tunité, renferment langle m dans les intégrales 
précédentes, et disparaissent ainsi, par l'intégration relative à 'cr; 
on a donc 

5. OLny. d(i. d^. (i. y 1 — jx*. sin. (^ -h ^cs) 

=an*7r.sin. (if-f-e — ^).5*rfjx.{(i— 2(x').//'-h(Jt.\/i — (x*.M'}. 

Si Ion multiplie la seconde des équations (/), par 

ay. dfi. d^. sin. ((p -ht?) , 

et qu'on l'ajoute à la troisième multipliée par 

ay. c/(x. d^. jx. y 1 — (x*. cos. {^-his), 
on aura 

5.ay,dfi.e/«.H-^J.sin. ((p+'CT) + 2M(x*.(^|. cos. {<p+^) (0) 

=5. œy. rffi. dna. y^i— (i*. sin. (^ H-'o).^. /^| — 

49. 
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En substituant pour yn et pour yv lensemble de tous leurs termes 
relatifs à Tangle it, et observant que i est supposé très-peu diffé- 
rer de 71^ le premier membre de cette écpiation deviendra 

an'TT.sin. (if-f-e — (p).5. rf(x.{(i — 2|x*).//'-t-(i.\/i— (x*. M'}; 

on aura donc, en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels i est 
à très-peu près égal à n, 

S. OLny. d[L. d^. (i. yi— (X*. sin. (^ -h'Uf) 
= S.ay.d^.d^.\/Y^\sm.{(p^^).^^^ 

-S.cLy.d(i.d^.-^^^.cos.{(p^^^^ 
d'où Ton tire 

j- ====i. ay.a/x. a«.y i--(x*.sm. ((p-Hcr). 







— S. ay. d(i. d^. . cos. (^-Hcr) . ( -î 

On trouvera de la même manière 

dN\cos.0—dN\s\n.0 ^ i i / : /^ \ 

^ •^ =i3. ay.rfjx.aiff. Y i—(x*. cos. (^H-tar). 

-h 5. ay. dfi. cter. ^ . sin. (^-hct). 

Ces deux équations ont donc lieu lorsque l'on n'a égard qu'aux 
angles croissant avec beaucoup de lenteur, et l'on a vu précédem- 
ment que le premier terme du second membre de chacune d'elles 
renferme encore tout ce qui se rapporte aux angles très-peu dif- 
férents de nt; en sorte qu elles embrassent tout ce qui a rapport 
à ces deux espèces d'angles, les seules qui peuvent influer sen- 
siblement sur les mouvements de la terre autour de son centre de 

gravité- En réunissant ces équations à l'équation -7— = o , on 
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aura ce qui est nécessaire pour déterminer l'influence de la mer 
sur ces mouvements. 

J'observe maintenant que ces diverses équations sont les mêmes 
que si la mer formait une masse solide avec la terre. Pour le faire 
voir, déterminons les valeurs de dN, dN\ dN\ relatives à la mer 
dans cette hypothèse. La valeur de F du n° 3 est égale, à très- 
peu près, à 1"^*-/ rî ^^ ^^^ donne, par le même nu- 
méro, en substituant R\ dR.d\L.d^y pour dm, 

^ =S.^R'.dR.dt..dm.\.:[^-y:[^\. 

La profondeur de la mer étant supposée très-petite , et le rayon K 
étant à très-peu près égal à Tunité, on a, relativement à la mer, 

SK'dR=y; 
et par conséquent, 

dN 



dt 

On trouvera de la même manière, 

dN 



S. ay. d(i. dts. j x'. (M — y.^^ j. 



^ =S.ay. d(i.d^.\y. (^ _z'.(^j. 

En transformant, par le n"" 10, les différences partielles eu d'autres 
relatives aux variables R, fi et ^, on aura 

-^ =5. ay.rf^. £/-©.(£ 

dN' _ 
dt ~ 



o I 1 ( / : /df\ u.sm.« /df\) 



\Ji-ti- 

dN' Cl I 1 I / : • /df\ u.cos.vr 

-j—=o.eiy.da.d'îaA\/i—a*.sin.ta.i-Y-] :== 





d 
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ce qui donne 

1— 1 ===5.ay,djx.rftsy.y 1— fi\sm. (^-Mar). 

— S.ay.d^.dfa. — r=r:.cos.(^-Mar).(-^ 

yi — fi* \ 

dN'.cos.(t>—dN\sm.(p o i ? ./ ; //^ \ 

—^ =o. ay. 0(1. atsy. y i — (x*. cos. ((p-Hcrj . 

S.ay.d^i.d^. -z==.sîn. (^-hct).(^|; 

et si Ton n'a égard qu aux termes croissant avec une extrême len- 
teur, --j--==o. Ces équations sont les mêmes que nous avons 

trouvées ci-dessus : d'où résulte ce théorème remarquable , savoir 
que les phénomènes de la précession des écjninoxes et de la natation de 
l'axe de la terre sont exactement les mêmes (jue si la mer formait une 
masse solide avec le sphéroïde (jju'elle recouvre. 

Il existe cependant un cas mathématiquement possible, dans 
lequel ce théorème cesse d'avoir lieu : c'est le cas où le noyau ter- 
restre recouvert par l'Océan serait formé de couches sphériques. 
Il est clair qu'alors il n'y aurait aucun mouvement dans l'axe de 
rotation du noyau, en vertu des attractions du soleil et de la lune, 
et de l'attraction et de la pression de la mer, puisque la résultante 
de toutes ces forces passerait par le centre du noyau. Voyons ce 
qui empêche l'analyse précédente de s'étendre à ce cas. 

Les parties des expressions de ay, au et av, qui influent sur 
les mouvements de l'axe terrestre, sont celles qui dépendent des 
sinus et cosinus d'angles de la forme û+tsT^ dans lesquels i 
est très-peu difiPérent de n; et l'on a vu, dans le n"" 8 du qua- 
trième livre, que ces parties sont relatives aux oscillations de la 
seconde espèce. Ces oscillations peuvent être déterminées, dans 
ce cas, par le numéro cité : i étant très-peu difiFérent de n, les 
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expressions de y, m et v, relatives à Tangle if-+-«T, sont de la 
forme 






V 



Ig^^I^-- S/T^'- 



La profondeur de la mer est /. (1 — 9(^*); or on a, par le n** 34 
du troisième livre, pour la condition de Fégailibre, 

, 5 n*. p 

^~(io.p-6).5' 

ce qui rend infinies les expressions précédentes de y, u et v; 
mais comme elles ne deviennent infinies que par la supposition 

de i — n=:o, il en résulte qu'alors, y, u et v, sont de l'ordre -: — . 

Ainsi l'on ne peut plus supposer dans l'équation (0), comme 
nous l'avons fait, 1=71^ en différentiant u et v, par rapport au 
temps t II faut, dans ces différentielles, avoir égard au facteur 
i — n qui, multipliant les parties de » et de v divisées par i — n, 
donne des produits indépendants de i — n. Ces produits rendent 
nulles les parties de dN' et de dN" relatives à l'attraction et à la 
pression de la mer sur le sphéroïde terrestre. 

Nous observerons ici que, dans le cas précédent, les oscilla- 
tions de la mer dépendantes de l'angle it-h^rs sont très-grandes 
lorsque i est très-peu différent de n; et c'est ce qui a lieu par rap- 
port aux termes dépendants du mouvement des nœuds de l'orbe 
lunaire, (i — n).t exprimant alors ce mouvement; mais une très- 
légère résistance de la part du sphéroïde terrestre suffit pour 
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diminuer considérablement ces oscillations. La mer, en vertu de 
cette résistance, agit horizontalement sur le sphéroïde, et, par 
cette action, elle influe sur les mouvements de son axe. On verra, 
dans le numéro suivant, que dans ce cas, qui est celui de la na- 
ture, le théorème précédent subsiste. 

12. L'analyse précédente, quoique très-générale, suppose en- 
core que la mer recouvre en entier le sphéroïde terrestre, que sa 
profondeur est régulière, et qu'elle n éprouve point de résistance 
de la part du sphéroïde qu elle recouvre. Ces suppositions n'ayant 
pas heu dans la nature, on peut douter que le théorème précé- 
dent s'applique exactement à la mer. Comme il est très-impor- 
tant dans la théorie des mouvements de la terre, en voici une 
démonstration générale, quelles que soient les irrégularités de la 
figure et de la profondeur de la mer et les résistances qu'elle 
éprouve : pour cela je vais rappeler le principe de la conservation 
des aires, qui a été démontré dans le chapitre v du premier livre. 

« Si l'on projette sur un plan fixe chaque molécule d'un sys- 
« tème de corps qui réagissent d'une manière quelconque les uns 
« sur les autres; si de plus on mène de ces projections à un point 
« fixe pris sur le plan, des lignes que nous nommerons rayons vec- 
« leurs; la somme des produits de chaque molécule par l'aire 
« que décrit son rayon vecteur est proportionnelle au temps, en 
« sorte que si l'on nomme A cette somme, et t le temps, on aura 
ii A=ihiy h étant un coefficient constant. » 

Ce principe a, dans la question présente, le grand avantage 
d'être également vrai dans le cas où le système éprouve des chan- 
gements brusques, comme cela a lieu pour la mer, dont les oscil- 
lations sont brusquement altérées par les frottements et par la 
résistance des rivages. 

Si le système est soumis à l'action de forces étrangères, A ne 
sera plus proportionnel au temps t, et par conséquent, l'élément 
dt du temps étant supposé constant, la valeur de dA ne sera plus 
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constante. Pour déterminer sa variation, on considérera toutes 
les molécules du système comme étant en repos et isolées; on 
fera ensuite une somme de tous les produits de chaque molécule 
par Taire que décrirait son rayon vecteur dans Tinstant dt, en 
vertu des forces étrangères qui la sollicitent, et cette somme sera 
égale à d*A; car il résulte du principe que nous venons d'expo- 
ser que la réaction des différents corps du système ne doit rien 
changer à cette valeur de d*A. 

Concevons, cela posé, une masse en partie fluide et qui tourne 
autour d*un axe quelconque; supposons qu elle vienne à être sol- 
licitée par des forces attractives très-petites de Tordre a, et qui 
laissent en repos son centre de gravité. Si Ton fait passer par ce 
centre un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection, 
et que Ton fasse partir de ce même point les rayons vecteurs des 
différentes molécules, la somme des produits de chaque molécule 
par Taire qu aura décrite son rayon vecteur sera, aux quantités 
près de Tordre a*, la même que si la masse eût été entièrement 
solide. Il suflit, pour le faire voir, de prouver que la valeur de 
d^A sera la même dans la supposition de la masse en partie fluide 
et dans celle de la masse entièrement solide; or, si Ton considère 
qu'après un temps quelconque la figure de la masse et la ma- 
nière dont elle se présente à Taction des forces étrangères ne 
peuvent différer, dans ces deux hypothèses, que de quantités de 
Tordre a; si Ton observe, d'ailleurs, que ces forces ne sont elles- 
mêmes que de Tordre a, il est aisé d'en conclure que la diffé- 
rence des valeurs de d^A, dans ces mêmes hypothèses, ne peut 
être que de Tordre a\ et qu'ainsi, en négligeant les quantités de 

cet ordre, on peut supposer les valeurs correspondantes de -j- 

égales entre elles dans ces deux hypothèses. 

Imaginons présentement que la masse dont nous venons de 
parler soit la terre elle-même, que nous regarderons d'abord 
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comme un sphéroïde de révolution, très-peu différent d'une 
sphère, et recouvert d'un fluide de peu de profondeur. L*actioD 
du soleil et de la lune excitera des oscillations dans le fluide et 
des mouvements dans le sphéroïde; mais ces oscillations et ces 
mouvements doivent, par ce qui précède, être combinés de ma* 

nière qu^après un temps quelconque, la valeur de -r- soit la 

même que si la terre eût été entièrement solide. Cherchons d'a- 
bord cette valeur dans cette dernière supposition. 

Soit, à l'origine du mouvement, 6 l'inclinaison de l'équateur 
à un plan fixe que nous supposerons être celui de l'écliptique 
à une époque donnée, >|/ l'angle que forme l'intersection de ce 
plan et de l'équateur, avec une droite invariable menée sur le plan 
de cette éclip tique, par le centre de gravité de la terre; soit, de 
plus, nt \e mouvement de rotation de cette planète. Il est clair 
que tous les changements qui surviennent dans le mouvement 
du système, après le temps f, dépendent des variations de 6, \|/ 
et n. Supposons qu'après ce temps, se change en 0-ha5 0, \|/ 
en \|/-f-a5 \|/, et /i en zi-f-aS /i. On a vu précédemment que les 
seuls termes auxquels il soit nécessaire d'avoir égard sont ceux 
qui croissent proportionnellement au temps, et ceux qui, étant 
périodiques, sont multipliés par des sinus et des cosinus d'angles 
croissant très-lentement, et divisés par les coefficients du temps t 
dans ces angles; on peut donc, en n'ayant égard qu'à ces termes 
supposer 0, \|/ et m constants, en différentiant la fonction A. 

Concevons maintenant que le plan fixe sur lequel on projette 
les mouvements des molécules de la terre passe par son centre 
de gravité, supposé immobile, et forme l'angle y avec l'écliptique 
fixe dont nous venons de parler, et que l'intersection de ces deux 
plans forme l'angle € avec la droite invariable d'où nous faisons 
commencer l'angle \|/ : on aura, à l'origine. 
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M étant fonction de 6, >f/, n, et des quantités y et € qui déter- 
minent la position du plan de projection. Après un temps quel- 

dA 
conque t, on aura -7-, en changeant dans M, 6, >f/ et 71, en 0+a50, 

y^-hdèy^ et nH-aân; en désignant donc par a. 5 .-t- la variation 

dA . . 

de -j- après ce temps, on aura, en négligeant les quantités de 

l'ordre a\ 

^ dA s^ fdM\ s , /dM\ s fdM\ 

Nommons C la somme des produits de chaque molécule de la 
terre par le carré de sa distance à Taxe de rotation^ et K l'incli- 
naison du plan de projection sur l'équateur terrestre; il est aisé 
de voir que l'on aura M =-5-71 C. cos. V; or on a 

COS. F= COS. y . COS. 6 -+- sin. y . sin. 6 . cos. (ê — >|/) ; 



. • 



on aura ainsi 



^ rfi4_i ^( 50.jsin.y.cos.0.cos.(ê~>|/)— cos.y.sin.ôj 
dt ^ (+5>|/.sin.y.sin.0.sin.(ê— >|/) 

+-5-aC.5n.jcos.y.cos.0+sin.y.sin.0»cos.(ê— >|/)j : [p) 

expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible, détermi- 
ner C, comme si la terre était une sphère. Cherchons présente- 
ment l'expression de la même quantité dans le cas où la terre 
est un sphéroïde recouvert d'un fluide de peu de profondeur. 

Soient 50', 5>f/', 8n les variations de 0, >f/ et n relativement au 
sphéroïde, en ne conservant, dans ces variations, que les termes 
ou proportionnels au temps, ou multipliés par des sinus ou des 
cosinus d'angles croissant très-lentement, et divisés par les coef- 
ficients du temps dans ces angles. Il est clair, par ce qui précède, 

50. 
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qu'il en résulte dans la valeur de -^ une variation à très-peu 
près égale à 

, ^ ( 5Ô'.jsin.y.cos.0.cos.(ê — >f/) — cos.y.sin-Oj 
^ " (-+-5>|/'. sin. y. sin. ô.sin. (ê — >|/) 

-hyaCSyi'. jcos.y.cos.d-t-sin.y.sin.0.cos.(ê — >|/)}, 

le peu de profondeur du fluide permettant de regarder ici C 
comme représentant encore le produit de chaque molécule de la 
terre par le carré de sa distance à Taxe de rotation. Pour avoir 

la variation entière de -rr^ il faut ajouter à la variation précé- 
dente celle qui résulte du mouvement du fluide, et que nous 
désignerons par a 5 L; or on a vu que la variation entière de -j- 

est égale à celle que donne l'équation (/>) ♦ et qui aurait lieu si le 
fluide qui recouvre la terre formait une masse solide avec elle; 
on aura donc, en égalant ces deux variations, 

^ ( [h& — 5Ô).|sin.yxos.0.cos.(ê — >|/) — cos.y-sin.0j) . v 

''"*'' i-4-(5f—5xf/).sin.7.sin.0.sin.(€—>f/) ( ^"^^ 

-+-aC.(5n' — (î/i).|cos.y.cos.0-i-sin.y.sin.0.cos.(0 — \^)j-h2a5L. 

Les seuls termes de l'expression de a S L auxquels il faut avoir 
égard sont ceux qui sont proportionnels au temps, ou qui, ren- 
fermant les sinus ou cosinus d'angles croissant avec beaucoup 
de lenteur, sont divisés, par les coeflicients du temps, dans ces 
angles. On peut, dans le calcul de ces termes, n'avoir point égard 
aux variations du mouvement du sphéroïde terrestre, parce que 
l'influence de ces variations sur la valeur de aSL est, par rap- 
port à ces variations elles-mêmes, du même ordre que le rapport 
de la masse du fluide à celle du sphéroïde. On peut ensuite, 
dans le calcul des attractions du soleil et de la lune sur la mer, 
négliger la partie de ces attractions dont la résultante passe par 
le centre du sphéroïde, et qui tiendrait par conséquent la terre 
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en équilibre autour de ce centre si la mer venait à se consolider; 
car il est clair qu en vertu de cette force, la variation de -7- se- 
rait nulle dans cette hypothèse, et, par ce qui précède, l'état de 
fluidité de la mer ne peut influer sur cette variation. Cette par- 
tie des attractions produit dans l'Océan les oscillations de la pre- 
mière et de la troisième espèce, que nous avons considérées dans 
les n^* 5, 6, 9 et 10 du quatrième livre. Quant à l'autre partie 
des attractions lunaire et solaire, on a vu, dans les n"** 7 et 8 du 
quatrième livre, qu'elle produit les oscillations de la seconde es- 
pèce, dont dépend la différence des deux marées d'un même jour; 
or, sans être en état de déterminer ces oscillations pour toutes les 
hypothèses de profondeur et de densité de la mer, on a vu ce- 
pendant, dans les numéros cités, que les expressions de ces os- 
cillations ne renferment ni termes proportionnels au temps, ni 
sinus ou cosinus d'angles croissant très-lentement, divisés par les 
coefîicients du temps dans ces angles : en désignant donc par x, 
y, z les trois coordonnées rectangles qui déterminent la posi- 
tion d*une molécule fluide que nous représenterons par dm, re- 

doc d'Y 

lativement au plan de projection, x, y, z, ainsi que --t—, —j^, 

dz' 
—y--, ne renfermeront aucun terme semblable, et cela est en- 

core vrai, de la différentielle — ^^ — ^t de son intégrale 

S dm A — '^—jf 1, étendue à toute la masse fluide : cette inté- 

\ ^^ / . dA . 

grale représentant la partie de -^, qui est relative au fluide, il 

en résulte que sa variation a S L ne renferme aucun terme de la 
nature de ceux dont il s'agit; on peut donc effacer 2 a5L de l'é- 
quation [(j)j ce qui la réduit à celle-ci, 

o = n. (5Ô' — 80) . jsin.y.cos. 0.COS- (€ — y^) — cos.y.sin. | 
n. {ây\^' — â-^) .sin.y. sin.0. sin. (ê — \^) 

[8n — en) . jcos.y.cos. Ô-+-sin.y.sin. 0.COS. (ê — \^) j. 
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Cette équation ayant lieu, quels que soient y et 6, On peut y sup- 
poser d'abord ê=>|/ et y=0, ce qui donne o = 5n' — hn; 
l'équation précédente devient ainsi 

o= (5 0' — :3 0) . { sin.y . COS. .cos. (ê — >f/) — cos.y .sin. 0| 
-h(5\^' — 5 \^) .sin.y.sin.d.sin. (S — >|/). 

En supposant y=o dans cette équation, on aura o = 5d' — 56, 
et par conséquent aussi o = 5 \^' — 5 \^; on aura donc 

5n'=.5n, 50=z50, 5f=:.r:5x^; 

d'où il suit que les variations du mouvement du sphéroïde ter- 
restre recouvert d'un fluide sont les mêmes que si la mer for- 
mait une masse solide avec la terre. 

Maintenant il est facile d'étendre la démonstration précédente 
au cas de la nature dans lequel la figure de la terre et la profon* 
deur de la mer sont fort irrégulières, et les oscillations des eaux 
sont altérées par un grand nombre d'obstacles; car tout se réduit 
à faire voir que a8L ne renferme alors ni terme proportionnel 
au temps, ni sinus ou cosinus d'angles croissant avec lenteur, di- 
visés par le coefficient du temps dans ces angles; or, si Ton se 
rappelle ce que nous avons dit dans les n"" 1 4 et suivants du 
quatrième livre, on voit que les expressions des coordonnées des 
molécules de l'Océan ne renferment point de termes semblables: 
elles dépendent, à la vérité, des éléments de l'orbite de Tastre 
attirant, et ces éléments, croissant avec lenteur, introduisent dans 
les éléments de ces coordonnées des termes semblables, mais sans 
être divisés par de très-petits coeflicients. Il est donc générale- 
ment vrai que, de quelque manière que les eaux de la mer réa- 
gissent sur la terre, soit par leur attraction, ou par leur pression, 
ou par leur frottement et par les diverses résistances qu'elles 
éprouvent, elles communiquent à l'axe de la terre un mouve- 
ment à très-peu près égal à celui qu'il recevrait de l'action du 
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soleil et de la lune sur la mer si elle venait à former une masse 
solide avec la terre. 

Nous avons fait voir (n** 8) que le moyen mouvement de rota- 
tion de la terre est uniforme, dans la supposition où cette pla- 
nète est entièrement solide, et Ton vient de voir que la fluidité 
de la mer et de l'atmosphère ne doit point altérer ce résultat. 
Les mouvements que la chaleur du soleil excite dans l'atmosphère, 
et d'où naissent les vents alises, semblent devoir diminuer la ro- 
tation de la terre : ces vents soufflent entre les tropiques , d'occi- 
dent en orient, et leur action continuelle sur la mer, sur les 
continents et les montagnes qu'ils rencontrent, parait devoir af- 
faiblir insensiblement ce mouvement de rotation. Mais le prin- 
cipe de la conservation des aires nous montre que l'efiet total de 
Tatmosphère sur ce mouvement doit être insensible; car la cha- 
leur solaire dilatant également l'air dans tous les sens, elle ne 
doit point altérer la somme des aires décrites par les rayons vec- 
teurs de chaque molécule de la terre et de l'atmosphère, et mul- 
tipliées respectivement par leurs molécules correspondantes; ce 
qui exige que le mouvement de rotation ne soit point diminué. 
Nous sommes donc assurés qu'en même temps que les vents ali- 
ses diminuent ce mouvement, les autres mouvements de l'atmo- 
sphère qui ont lieu au delà des tropiques l'accélèrent de la même 
quantité. On peut appliquer le même raisonnement aux tremble- 
ments de terre, et, en général, à tout ce qui peut agiter la terre 
dans son intérieur et à sa surface. Le déplacement de ses parties 
peut seul altérer ce mouvement; si, par exemple, un corps placé 
au pôle était transporté à féquateur, la somme des aires devant 
toujours rester la même, le mouvement de rotation de la terre 
en serait un peu diminué; mais, pour que cela fût sensible, il 
faudrait supposer de grands changements dans la constitution de 
la terre. 

13. Comparons maintenant la théorie précédente aux obser- 
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vatioDs, et voyons les conséquences qui en résultent sur la cons- 
titution du globe terrestre. Si, dans l'expression de du n"* 6, 

le 
on réduit S.-^.cos. [ft-h^) dans une série ordonnée par rap- 
port aux puissances de t, on aura, en ne conservant que la pre- 
mière puissance, 

S. -7". COS. (/f-f-ê)=S.-v--cos. ê — /f.S .csin. ê. 

Prenons pour plan fixe celui de Técliptique au commencement 
de 1760, où nous fixerons l'origine du temps t. Le carré de l'in- 
clinaison de l'écliptique vraie sur ce plan, étant, par le n® 5, 
iS.c.sin.(/f-+-ê)j'-+-{S.c.cos.(/f-h-€)}S on a 

S.c.sin.ê = o, S.c.cos. ê = o; 
ce qui donne, en négligeant le carré àeft, 

S . -TT . COS. (/f -+- ê) = S . -TT . COS. ê. 

En retranchant ce terme de h, on aura l'inclinaison moyenne de 
l'équateur à l'écliptique, au commencement de 1760: mais h 

étant arbitraire, on peut supposer qu'il exprime cette inclinaison 

le 
moyenne, et alors il faut augmenter la valeur de h, deS.-r-.cos.ê, 

dans les autres termes de l'expression de 6; mais, vu la petitesse 
de ces termes, on peut se dispenser de cette opération. On aura 
ainsi 

0=^-4-7 — rr-29.cos. (/''f-f-ê')H ^-^^. cos.2i;H 7.X.COS.2V ; 

(i+X)./ ^«^ ^ 2m.(i+X) ( m ) 

la valeur de 0' du n** 7 deviendra 
0=A— f.S.c.f.sin.ê+T — -rr-p.cos.( ft-hS')-\ — / \x »lcos.2i?H — ^.X.cos.avl. 

•^ (i+X)./ ^^ ^ 2m.(i+X) ( m ) 
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Enfin les valeurs de \^ et de \^' des n*"* 6 et 7 deviennent, en 
comprenant dans / tout ce qui multiplie t, 

yl/ = lt 7 --r.lsin. 2î;H 7.^. sin. 2v'| 

' 2 m.(i + X) I m I 

yl'=lt — f.cot.A.S.c/lcos.ê 7 — — -r.lsin. 2 vH 7.X.sin.2i?i 

^ ^2 m.(i + X) ( m ) 

7-— r-y>.cot. 2 ft. sin. (/'ïH-ê'). 

Le terme — t.^.cf. sin. ê de l'expression de 0' exprime la dimi- 
nution séculaire actuelle de l'obliquité de Técliptique : les obser- 
vations laissent encore de l'incertitude sur cet objet. En prenant 
un milieu entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution 
à 1 54\3 dans ce siècle; ainsi, T représentant une année julienne, 
nous supposerons 

T.^. cf. sin. ê= i\b/i3. 

Cette équation donne, par la théorie des planètes, que nous ex- 
poserons dans le livre suivant, 

T. S.c/.cos.ê=o\24794. 

Les observations donnent, à très-peu près, la précession annuelle 
des équinoxes, dans ce siècle, égale à lô^'^^ôS; partant, 

IT — o",24794.cot. h= l54^63. 

L'obliquité de Técliptique, en 1760, a été observée de 26^,0796; 
c'est la valeur de h, d'où Ton tire, 

/r=j55\2o. 

L'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire à l'écliptique est de 
5%7i88, ce qui donne 

c =tang. 5^7l88; 
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f'T est le mouvement sidéral des nœuds de l'orbite lunaire pen- 
dant une année julienne « et les observations donnent 

/T=2i5o63^ 
Tannée sidérale étant de 365^,2 56384» on a 

rr, 4oo^366^,25 5 « o 

Enfin les observations donnent m'= m. 0,07480, et les observa- 
tions des marées nous ont donné, dans le quatrième livre, X=3; 
cela posé, les valeurs précédentes de 0, B\ >|/> et '^p' deviendront 

=i:26%o796 + 3i\o36.cos. A'+i\34i.cos.2v f o^loo.cos.2î;^ 

0'=z:2 6^o796 + 3l^o36.cos. A'+i',34i.cos.2i;+o\ioo.cos. 2î;'— i.i\543, 

\|/ = i. 155^2 — 57",998.sin- A'— 3",o88.sin.2v— o\2 3i.sin-2r', 

\|/ = ï. i54\63 — 57'',998.sin. A— 3',o88.sin.2i;— o",2 3i.sin. av, 

i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le com- 
mencement de 1 7 5o ^ et A' étant la longitude du nœud ascendant 
de l'orbite lunaire. 

Si l'on nomme v l'ascension droite d'une étoile, et s sa décli- 
naison, 5 étant négatif lorsque la déclinaison est australe; si l'on 
désigne ettsuite par 8d, ^B\ ^^, S\|/', Sv et h^ des variations très- 
petites de #, B\ >|/, ^\ t>, 5, on tfouvéfa, par les formttles diffé- 
rentielles de la. trigonométrie sphérique, 

S5=5>|/.sin. 0.COS. v-hSÔ. sin. v, 

(ît; = S>|/.cos.0+(î>|/.sin.0.tang.5.sin.v— âô.tang.s. Gos.ii — t — r.S.c/'.cos.ê. 

On pourra, au moyen de ces formules, transporter les catalogues 
d'étoiles d'une époque à une autre peu éloignée; mais, pour plus 
d'exactitude, il faudra prendre pour 0, v et i les valeurs qui cor- 
respondent au milieu de l'intervalle de temps compris entre ces 
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deux époques. Le terme — '- — 't-^ — — est, par ce qui précède, 
égal à i. o\63 2 48 : ces valeurs de Ss et de 5v donnent 

^^ Ss.\cos.0+sin.0.taïïg.s,sin.v\^\Sv+i,o\622^8\.sm.0.cos.v 

Ottzziz ; : . . 

cos.d.sm.v+siD. 0.tang. s 
^ . <J5.tang.5.cos. l;4-j<Jt;+l.o^62 2 48}.sin.l; 

OW "==■ ' T— -r : T — : ■ . 

^ COS.0. sin.t;+sin.ff.tang.5 

Les variations observées de Tascension droite et de la déclinaison 
des étoiles feront ainsi connaître celles de d et de ^. C'est de cette 
manière que Bradley a reconnu Finégalité principale de d, dési- 
gnée par le nom de natation, et qui dépend de la longitude du 
nœud de l'orbite lunaire. Ses observations lui ont donné 27^778 
pour le coefficient de cos.A' dans l'expression de ; Maskelyne, 
par une discussion plus exacte encore des mêmes observations, 
a trouvé ce coefficient égal à 2 9", 3 a 1, et nous favons trouvé, par 
la théorie, égal à 3 1^^,086 : la petite différence est dans les limites 
des erreurs des observations qui s'accordent, autant qu'on doit 
le souhaiter, avec la loi de la pesanteur universelle. On les ferait 
coïncider exactement, en diminuant un peu la valeur de X, que 
nous avons supposée égale à 3; on pourrait même déterminer 
cette valeur par ces observations; mais les phénomènes des ma- 
rées me paraissant la donner avec plus d'exactitude, le coefficient 
dont nous venons de parler doit très-peu différer de 3i^o36. 

Le mouvement rétrograde ^ des équinoxes sur l'écliptique fixe 
est produit par le mouvement rétrograde du pôle terrestre sur un 
cercle parallèle à cette écliptique ; ce second mouvement est égal 

à yb.sm.h, ou à It.sin.h — ; r-77. — ^-.sin.A', en ne considé- 

^ (i+x).y COS. A 

rant, avec les astronomes, que la plus grande des inégalités pé- 
riodiques de >|/. L'inégalité -, r-^. cos.A', de 0, indique dans le 

pôle terrestre un mouvement dans le sens du cercle de latitude 



51. 
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qui passe par ce pôle. Ces deux mouvements peuvent être repré- 
sentés de cette manière. On conçoit le pôle de Téquateur mû sur 
la circonférence d'une petite ellipse tangente à la sphère céleste, 
et dont le centre, que Ton peut regarder comme le pôle moyen 
de l'équateur, décrit uniformément, chaque année, l55^2o, du 
parallèle à l'écliptique fixe, sur lequel il est situé. Le grand axe 
de cette ellipse, toujours tangent au cercle de latitude et dans le 
plan de ce grand cercle, sous-tend un angle de 62^,1; le grand 
axe est au petit axe comme le cosinus de l'obliquité de l'éclip- 
tique est au cosinus du double de cette obliquité; ce petit axe 
sous-tend par conséquent un angle de 46^,2. La situation du vrai 
pôle de Téquateur sur cette ellipse se détermine ainsi : on ima- 
gine, sur le plan de l'ellipse, un petit cercle qui a le même centre, 
et dont le diamètre est égal à son grand axe ; on conçoit encore 
un rayon de ce cercle mû uniformément d'un mouvement rétro- 
grade, de manière que ce rayon coïncide avec la moitié du grand 
axe la plus voisine de l'écliptique, toutes les fois que le nœud 
moyen ascendant de l'orbe lunaire coïncide avec l'équinoxe du 
printemps; enfin, de l'extrémité de ce rayon mobile, on abaisse 
une perpendiculaire sur le grand axe de l'ellipse; le point où cette 
perpendiculaire coupe la circonférence de cette ellipse est le lieu 
du vrai pôle de l'équateur. 

Jusqu'ici les astronomes n'ont point eu égard aux inégalités 
dépendantes de l'angle 2v; mais, vu la précision des observations 
modernes, ces inégalités ne doivent point être négligées. 

14. Reprenons la valeur de / trouvée dans le n** 6, et, pour 
plus d'exactitude , conservons les carrés des excentricités et des 
inclinaisons des orbites; on aura 

lT=^.mT.cos.h.( '^-'^-^ ].\ ' ^ _^^ \^-cos^-y-^in'.7\ 
^" V ^ / \{i-ef 2.{i-e'f 

e étant rexcentricité de l'orbite solaire, e étant celle de l'orbite 
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lunaire, et y étant Tinclinaison de l'orbite lunaire à Técliptique, 
Les observations donnent 

g=o,oi68i4 , e = o,o55o368; 
— est le rapport du jour sidéral à l'année sidérale, et ce rapport 
est égal à 0,002 7 3o3 3; on aura ainsi 

IT=1 p |.ji-+-X. 0,99201 oj. 75i6",3o. 

On peut supposer, sans erreur sensible, par le numéro précé- 
dent, lT=^i5b\2o; on aura donc, en faisant X = 3.(i-f-ê), 

iC—A—B o,o.o5 19823 

C 1+6.0,748493 * 

On a, à fort peu près, par le n** 2 , 

2C—AS 2a.[h—jÇi).S.pa*.da 

C S.pa^.da 

il est remarquable que la valeur de h"" du même numéro n'entre 
point dans cette équation ; d'où il suit que les mouvements de la 
terre autour de son centre de gravité sont les mêmes que si elle 
était un ellipsoïde de révolution dont ah serait l'ellipticité. ^a^ 
étant égal àyyj, la comparaison des deux expressions précédentes 

de p donnera 

I o o,oo25q66i. 5. pa^(/a 

aA=o,ooi73oi-h 7-—^ 7^, ^. ^ — rx"- 

' (1 + 6. 0,748493). 5. pa^.cfa 

On doit supposer, conformément aux lois de l'hydrostatique, que 
la densité des couches du sphéroïde terrestre diminue du centre à 
la surface, et, dans ce cas, S.pa'.da est plus petit q\ie\. S. pa\da; 
en faisant donc ê = o conformément aux observations des ma- 
rées, la valeur de a A sera moindre que o,oo32 88i ou que 



5 4* 



Si la terre est elliptique, ah exprime son ellipticité; on ne peut 
donc pas supposer cette ellipticité plus grande que -5-^- Cette 
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fraction et celle-ci, -j^T' ^^^^ ^^^ limites de cette ellipticité, qui 
résultent des phénoknènes de la précessiou et de la nutation de 
l'axe terrestre. 

On a vu , dans le troisième livre , que ah=\a(p dans l'hypo- 
thèse de l'homogénéité de la terre; ce qui donne, en vertu de 
l'équation précédente, 3 ê égal à fort peu près à — y, et par con- 
séquent Xi=y. Cette valeur est trop éloignée de satisfaire aux 
phénomènes des marées pour pouvoir être admise. Dans ce cas, 
la nutation ne serait que y de la précédente, et par conséquent 
de 2 4^lï ce qui diffère trop des observations astronomiques pour 
être admis; ainsi ces observations et celles des marées concou- 
rent à faire rejeter Vhypothèse de la terre homogène. Déjà les 
observations de la longueur du pendule à secondes nous ont 
conduits à ce résultat dans le troisième livre : elles nous ont 
donné yyy, au plus, pour la valeur de ah. Cette fraction étant 
moindre que ytt^ ^^ ^^î* ^^^ ^^s observations de la longueur du 
pendule se concilient très-bien avec celles de la nutation et de la 
précession, et avec les observations des marées. 

Pour mieux saisir l'ensemble des phénomènes qui tiennent à 
la figure de la terre, et leur accord avec le principe de la pesan- 
teur universelle, rappelons les divers résultats auxquels nous 
sommes parvenus sur la nature des rayons terrestres. 

L'expression du rayon d'un sphéroïde quelconque très -peu 
différent d'une sphère peut être mise sous cette forme, 

l 'f- a . { r^^^ -^ Y^'' -f- Y^'^ -4- Y^'^ -4- etc. j . 

Si l'on fixe, relativement à la terre, l'origine de ce rayon au 
centre de gravité de la planète, on a vu, dans le n** 31 du troi- 
sième livre, que les conditiood de l'équilibre de la mer donnent 
r^'^zz^o; ce qui réduit l'expKssion du rayon terrestre à cette 
forme , 

j^a.jyw^^y«^p)^etc.|- 
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L'état permanent de l'équilibre de la mer exige que Taxe de ro- 
tation de la terre soit un de ses axes principaux , et, pour cela, 
il faut, par le n"" 32 du troisième livre, que Y^'^ soit de cette 
forme , 

— A.((X*— |)-+-A'".(l — (X').C0S.2 1ST, 

h et h"^ étant deux constantes arbitraires que l'observation seule 
peut déterminer, et qui dépendent de la constitution du globe 
terrestre. 

Ces résultats sont les seuls que fournit l'état permanent de l'é- 
quilibre de la terre; ils sont communs à tous les corps célestes que 
recouvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur 
du pendule à secondes ont donné de nouvelles lumières sur la 
nature du rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante 
h est à fort peu près égale à — 0,002978, par le n° 42 du troi- 
sième livre; que la constante h!"' est insensible relativement à h; 
que la quantité F^'^H-y^*^-hetc. est pareillement très-petite re- 
lativement à y^*^; qu'il en est de même de la première difiFérence 
de cette quantité par rapport à celle de 7^*^; et qu'ainsi l'on peut, 
dans le calcul du rayon terrestre et de sa première difiFérence, 
lui supposer, sans erreur sensible, cette forme, 

1— 0,002978. ((X*—|). 

Les mesures des degrés des méridiens font voir que cette suppo- 
sition ne doit pas s'étendre jusqu'aux secondes difiTérences du 
rayon terrestre, et que la fonction Y^'^-hY^'^-^-eic. acquiert, par 
une seconde différentiation, une valeur sensible. 

Le phénomène de la précession des équinoxes et de la nutation 
de l'axe terrestre ne dépend, comme on l'a vu, que dé Y^*^; il ne 
détermine pas la valeur de h, mais il donne les limites entre les- 
quelles cette valeur est comprise : ces limites sont -—j et j\j; la 
valeur précédente, qui résulte des observations sur la pesanteur, 
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tombe dans ces limites; elle indique de plus une diminution 
dans la densité des couches du sphéroïde terrestre, depuis le 
centre jusqu'à la surface, sans nous instruire cependant de la vé- 
ritable loi de cette diminution dont l'existence est prouvée d'ail- 
leurs, soit par la stabilité de l'équilibre des mers, soit par le peu 
d'action des montagnes sur le fil à plomb, soit enfin par les 
principes de l'hydrostatique, qui exigent que si la terre a été 
primitivement fluide, les parties voisines du centre soient en 
même temps les plus denses. 

Ainsi chaque phénomène dépendant de la figure de la terre 
nous éclaire sur la nature du rayon terrestre , et l'on voit qu'ils 
sont tous parfaitement d'accord entre eux. Ils ne suffisent pas, à 
la vérité, pour nous faire connaître la constitution intérieure de 
la terre, mais ils indiquent l'hypothèse la plus vraisemblable, 
celle d'une densité décroissante du centre à la surface. La pesan- 
teur universelle est donc la vraie cause de ces phénomènes, et si 
elle ne s'y manifeste pas d'une manière aussi précise que dans 
les mouvements planétaires, cela vient de ce que les inégalités 
de la force attractive des planètes, qui tiennent aux petites irré- 
gularités de leur surface ou de leur intérieur, disparaissent à de 
grandes distances, et ne laissent apercevoir que le simple phéno- 
mène de la tendance mutuelle de ces corps vers leurs centres de 
gravité. 

L'hypothèse de Bouguer, que nous avons examinée dans le 
n*" 33 du troisième livre, donne aA=o,oo547i7, ou tït^ ^ q^^ 
s'éloigne trop de la limite yyy pour être admissible; ainsi les 
phénomènes de la précession et de la nutation concourent avec 
les observations du pendule à faire rejeter cette hypothèse. 
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CHAPITRE IL 



DES MOUVEMENTS DE LA LUNE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITE. 



15. La lune, en tournant autour de la terre, nous présente 
toujours, à fort peu près, la même face; ce qui prouve que son 
moyen mouvement de rotation est exactement égal à son moyen 
mouvement de révolution, et que son axe de rotation est pres- 
que perpendiculaire au plan de l'écliptique. Les observations du 
mouvement des taches de la lune conduisirent Cassini à ce résul- 
tat remarquable, savoir que Yéqnatenr lunaire est incliné d'environ 
2T8' an plan de Vécliptique, et que le nœud descendant de cet èquateur 
coïncide constamment avec le nœud ascendant de l'orbite lunaire. Tobie 
Mayer a confirmé, depuis, ce résultat, par un grand nombre 
d'observations qu il a faites lui-même vers le milieu de ce siècle, 
et qu'il a discutées avec tout le soin possible : seulement, il a 
trouvé l'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique moindre 
que Cassini ne l'avait supposée, et de i65'; et, pour détruire le 
soupçon que cette încliuaison a pu diminuer depuis le temps de 
ce grand astronome, il assure avoir reconnu, par les observations 
de ce temps, qu'elle était la même alors qu'aujourd'hui, c'est-à- 
dire de 16 5'. Voyons maintenant ce qui doit résulter, à cet égard, 
de l'action de la terre et du soleil sur le sphéroïde lunaire. 

16. Considérons d'abord l'action de la terre, et reprenons pour 
cela les équations (G) du n*^ 4, qui s'appliquent évidemment à 
la lune, en observant qu'alors L représente la terre, r son rayon 
vecteur mené du centre de la lune, supposée immobile, et que 
X, Y, Z sont les trois coordonnées de la terre, rapportées à une 
écliptique fixe passant par le centre de la lune. L'angle d étant 

TOME II. 52 
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fort petit, nous négligerons son carré et son produit par Z; nous 
négligerons pareillement le produit i — ^r—urq, à cause de la 
petitesse des trois facteurs | — j^ — |, r et ^ ; les équations (G) de- 



viendront ainsi 



dp=^^.(^Y\{Y*—X*).sin.2(p-{-2XY.cos.2(p\, 

j (C-B\ . ZLdt (C-B\ ^ IP. 0-f-yZl.cos.0) .^,. 

'^-^(-T-)-'-P'^'=-7v--i-T-)-i_{Jfr.ô^-jfZ|.sin.^H 
, (A-C\ . ^Ldt (A-C\ ( \XY.B-hXZ\.cx)s.<d\ 

''^-^(-ë->/^^'=-^-(-^J-i-h|P.0+rz|.sin.^i- 

Si Ton nomme t; le 'mouvement vrai, en longitude, de la terre 
vue de la lune, ce mouvement étant rapporté au nœud descen- 
dant de Téquateur lunaire, on aura, en négligeant le carré de 
Tinclinaison de Forbite lunaire à Fécliptique, 

A= r . COS. Vy y = r . sin. v; 

la première des équations [G) devient ainsi 

I ZLdt (B-A\ . f ^v 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que si Ton dé- 
signe par m la vitesse moyenne angulaire de la terre autour de 
la lune, son moyen mouvement sera/mrff, et Ton aura 

V =fm rf< -h >|/ -H H. si n . n -f- etc. 

H. sin. Il-f- etc. exprimant les inégalités de t; ordonnées par rap- 
port au moyen mouvement. Soit 

u =: (p — \(/ — fm dt , 
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on aura 

2v — 2^= — 2 un- 2 i/.sin. Il-h-etc. 

et par conséquent, 

sin. {2 V — 2(p) = — sin. 2 u — 2H. cos. 2 u. sin. Il — etc. 
Si ion néglige le carré de 0, on a, par le n"* 4, 

P=—dt-' 
partant, 

dp ddu dm 



dt ~ dV ' dt ' 



la première des équations [G) prendra donc cette forme, 



ddu d 



+ 



m 



dr dt 



= ^,.1 — 77— |.sm.2tt -.1 — 7T- l.i7.cos.2u.sm.n— etc. 



Les observations nous ayant fait connaître que le moyen mouve- 
meat de rotation de la lune est égal à son moyen mouvement de 
révolution autour de la terre, lan^e u est toujours fort petit, en 
sorte que Ton peut supposer sin. 2 u=:2a, et cos. 2a=i; on a 

d'ailleurs, à fort peu près, — j-=m*; on aura donc 

ddu , 5 , (B—A\ dm ^ , /B—A\ u • tt * 
-^— H-3 m\l—jT- |.u= -TT- — 6m\l .. |./f.sm. Il — etc. 

La valeur de -1— dépend de Téquation séculaire de la lune, et 

nous verrons, dans la théorie de la lune, que si mt est le moyen 
mouvement sidérai du soleil, et e Texcentricité de son orbite, 
on a 

dm 3m''.e'.d6' 

dr~ iTïf ' 

53. 
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on aura donc, à très-peu près, en intégrant Téquation précé- 

dente, et en négligeant la quantité '^ ' — - 



rn\df.l^y 






u = Q.s\n. j/nf. i/3.1 ^ J-f-F|-t- 



W) 



, . { B-A \ g.sin.n 

Q et F étant deux constantes arbitraires. Examinons les consé- 
quences qui résultent de cette intégrale. 

de' 



m^e. 



Nous observerons d'abord que le terme 7- — -^ de cette in- 

B—A 

tégrale est insensible, quoique divisé par la petite fraction ^ , 

vu Texcessive lenteur avec laquelle Texcentricité e varie: on peut 
donc négliger ce terme. Tous les autres termes de Texpression 
de u varient d'une manière beaucoup plus rapide, mais cette 
expression reste toujours fort petite si Q est un petit coefficient. 
Présentement l'équation 

r 

dp dda dm 



dt dr dt 

donne 

fpdt= u -h/m dt ; 

fpdt est, parle n**8, le mouvement de rotation de la lune autour 
de son troisième axe principal; on voit donc que les deux moyens 
mouvements de rotation et de révolution de cet astre sont parfai- 
tement égaux entre eux, et l'action de la terre sur le sphéroïde 
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lunaire fait participer le premier de ces deux mouvements aux 
inégalités séculaires du second. Il n'est point nécessaire, pour 
cette égalité parfaite, qu'à l'origine les deux mouvements de ro- 
tation et de révolution aient été égaux, ce qui serait infiniment 
peu vraisemblable; il suffit qu'à cette origine où nous supposons 
<=o, la vitesse p de rotation de la lune ait été comprise dans 
les limites 



m-hmQ.K/ — ^--p — -' -4- etc. et m — mQ.K/ — ^-p — -' H- etc. 



limites dont l'étendue est arbitraire à cause de l'arbitraire Q. 
Cette étendue est, à la vérité, fort petite à raison de la petitesse 

de Q et de \/ '^ ., — ^; mais elle suffit pour faire disparaître 

l'invraisemblance qu'il y a à supposer qu'à l'origine les mouve- 
ments ont été tels que, dans la suite, le moyen mouvement de 
rotation de la lune a constamment égalé son mouvement moyen 
de révolution. 

La valeur de u exprime la libration réelle de la lune en lon- 
gitude, libration qui n'est que l'excès de son mouvement réel de 
rotation sur son moyen mouvement. Cette valeur renferme d'a- 
bord l'argument Q. sin.jmf. \ / '^ ., — ^-hFJ, dont l'étendue 
est arbitraire; mais les observations ne l'ayant point fait recon- 
naître, il doit être peu considérable. Il en résulte que i / ' ^ ., — - 

est un nombre réel; car, s'il était imaginaire, l'argument précé- 
dent se changerait en exponentielles ou en arcs de cercle qui, 
croissant indéfiniment avec le temps, pourraient augmenter in- 
définiment la valeur de ii, ce qui est contraire aux observations. 
A la vérité, si J5 — A étant négatif, Q était nul, il n'y aurait, dans 
l'expression de u, ni arcs de cercle, ni exponentielles; mais la 
plus légère cause pourrait les y introduire : ce serait le cas d'un 
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état d'équilibre sans stabilité, ce qui ne peut être admis. B — A 
est donc une quantité positive, c est-à-dire que le moment 
d'inertie À de la lune est plus petit que le moment d'inertie B. Le 
premier de ces moments est relatif à Taxe principal de l'équateur 
dirigé vers la terre; car il se rapporte au premier axe principal, 
qui forme l'angle (^ avec la ligne des équinoxes lunaires, tandis 
que le rayon même du centre de la lune à celui de la terre forme 
l'angle v avec cette même ligne : or (p — v est toujours, par ce 
qui précède, un petit angle; ainsi le premier axe principal du 
sphéroïde lunaire est toujours à peu près dirigé vers la terre. 
L'équateur lunaire étant allongé dans ce sens , en vertu de l'at- 
traction terrestre, le moment d'inertie A doit être moindre que 
le moment d'inertie B relatif au second axe principal situé dans 
l'équateur. 

La durée de la période de l'argument précédent est égal à un 

mois sidéral divisé par le coefficient i / ' - .; — - ; ce coefficient 

étant inconnu, il est impossible d'assigner cette durée. Nous ver- 
rons bientôt que, dans le cas où la lune serait homogène, cette 
durée n'excéderait pas sept années; et que, dans le cas de la na- 
ture, la diff(érence des moments d'inertie de la lune, par rapport 
à ses trois axes principaux, est probablement plus grande que dans 
le cas de l'homogénéité. Cette remarque nous montre combien 

le terme ,' \. — , que nous avons négligé ci-dessus, est 

insensible. 

Parmi les termes de Fexpression de u, il n'y a de sensibles que 
celui qui dépend de l'équation du centre de la lune, à raison de 
sa grandeur, et les termes qui ont un très-petit diviseur, et dans 

lesquels, par conséquent, -r- €st très-petit. Jï.sin,II-hetc. est la 
scfmme des termes périodiques du mouvement vrai de la lune 4 
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et, en supposant que H. sin. Il exprime Téquation du centre, on a 
if z= 70005"; n étant ici l'anomalie moyenne de la lune, on a 

(-7— I = m'. 0,98317; on aura donc, dans l'expression de u, le 

terme 

3.1 —TT— )• yoooS*. sin. II 
0,98317 — 3 J—=~j 

Si ce terme s'élevait à un nombre i de secondes, on aurait 

B—A 1.0,32772 

C 1+70006*' 

Puisque l'observation n'a point fait reconnaître le terme dont il 

s'agit, le nombre i ne doit pas excéder =t 6000", et alors —p— 

doit être au-dessous de 0,030721. 

Parmi les termes de l'expression de u, qui ont de très-petits 
diviseurs, on ne voit que l'équation annuelle qui puisse produire 
un terme sensible dans l'expression de u; cette équation est égale 
à 2064". sin. n, n étant ici l'anomalie moyenne du soleil; on a de 

plus -^=m. 0,0748, et par conséquent (-^j = m*. 0,005596; 

on aura donc, dans l'expression de u, l'argument 

3.1— p— |. 2o64^ sin. n 

0,006695 — 3.( ^ j 

Si cet argument s'élevait au nombi^ i de secondes , on aurait 

B—A {.0,001 865 



1+2064 



a • 



cet argument doit être peu considérable puisqu'il n'a point été 
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reconnu par Tobservation ; nous supposerons ainsi que i n'ex- 
cède pas =i= 6000". Dans le cas de i positif, les deux limites de 

—pr— sont o et 0,0018876 : ces limites sont o,oo2843o et 00, 

dans le cas de i négatif; et Ton vient de voir que ^ ne peut 

pas excéder 0,030721. Mais U est très-vraisemblable que .. 

est au-dessous de 0,002 843o, et qu'ainsi i est positif. 

17. Considérons maintenant la seconde et la troisième des 
équations (G') du numéro précédent. L'inclinaison de Féqua- 
teur lunaire à Técliptique fixe étant supposée très-petite, nous 
transformerons les variables ^ et r en d'autres qui rendront l'in- 
tégration plus facile, ainsi que nous l'avons déjà fait pour un cas 
semblable, dans le n** 30 du premier livre; nous ferons donc 

0. sin. (p=Sy 0. COS. ^=s ; 

ce qui donne 

^ = ^.sin.(p-f-0.^.cos.^, 
ds dO ^ n d(ù . ^ 

Mais si Ton néglige le carré de 0, on a, par le n** 4, 



dt 



r.sin. ^ — ^.cos. (p. 



on aura donc 



d'où l'on tire 



0.-1^ =0.p-f-^,sin. ^-f- r. COS. ^; 



ds , ds 



dds ds , dp dr 

'dF~P'dr~^''dr~ it' 

dds' ds dp dq 

IF '^f^'df ~^^'dr ~~ df' 
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En substituant ces valeurs de -rr ^t de 7^ dans les deux der- 

dt dt 

nîères des équations (G'), et observant que Ton peut supposer 
p=zm dans les produits de p et de sa dififérentielle , par les va- 
riables très-petites s, s, et par leurs dififérences, on aura 



Maintenant on a 



d$ , ds 



r=-jj.-ms, (, = ---ms; 

on a ensuite 

X=:r. COS. V , Y= r . sin . t; ; 

de plus, V — <p est toujours, par ce qui précède, un très-petit 
angle, de manière que Ton peut négliger son produit par les 

quantités et Z; les équations différentielles précédentes devien- 

L 
dront ainsi, en y substituant m*, au lieu de —7, 

dds' (A+B-C\ ds . /B-C 



dt 
dd 



/A+B-C\ ds . /B-C\ , 



dds /A+B-C\ ds' , , /A-C\ , , /A-C\ Z 

iF-[—Â—)''^w-^'^\-irr=^'^\-B-)'T- 

Z 

— est la latitude de la terre, vue de la lune, au-dessus du plan 

r *■ 

r 

fixe, latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la lune 
vue de la terre; on aura donc, par le n** 5, 

Z 

— =z=c.sin. (mf-4-5f'f-i-ê')-t-S.c.sin.(mt — qt — ê) ; 

mt étant la longitude moyenne de la terre, vue de la lune, rela- 

TOiiB n. 53 
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tivement à un,équinoxe fixe, et — ^'t — ê' étant ici, par rapport 
au même équinoxe, la longitude du nœud ascendant de Torbite 

lunaire sur Técliptique mobile. La foncticm S.c. * {^f"+"^) 

dépend du déplacement de Técliptique mobile , et le coefficient ^ 
est extrêmement petit relativement à m et à ^'. Soient donc 

5 = Q . sin. (m f -f-(^'f-hê') , 
5'=Q'.cos. (mf-h(/'f-hê') , 

les parties de s et de s\ correspondantes au terme c . sin.(mt+^'t+ê') 
de l'expression de — ; on aura 



_ m.[m+g')\A+B-C) .Q 
^~ {m+gy.A+m\{B-C) ' 



et si Ton suppose 



E=zm\{m^g)\\{A^B—Cy — liA.(A~C)—B.{B — C)\ 
— {m-+^g'Y.AB~im\{A — C).{B—C), 



on aura 



Si l'on néglige le carré de ^ et son produit par A — C, B — C 

et A — B, dans le numérateur et le dénominateur de cette ex- 
pression de Q, on aura 

O— — Sbi.IA~C).c' 
^~ 3m.{A-C)+iAg'' 

on aura ensuite, en regardant g' comme très-petit,' Q'=Q. 
il suit de là que les valeurs de s et de s! correspondantes à la 
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Z 

valeur de — sont, en observant que ^ est insensible relativement 

3m.(il— C) + 2i4jf ^ '^ ' 

Ces deux valeurs de s et de 5' ne sont pas complètes; il faut en- 
core leur ajouter celles qui auraient lieu dans le cas où Z serait 
nul : or il est aisé de voir que si Ton nomme / et /' les deux 
valeurs positives de m-^g, dans Téquation E=o, on aura, à 
très-peu près, 

5=P.sin.(/t-+-/)-4-F.sin.(rf-h/'), 



s 



p.cos.{it-^i)-h2F.i/^^.cos.{rt'^r), 



P, F, I et r étant quatre constantes arbitraires. En réunissant 
ces valeurs de 5 et de 5' aux précédentes, on aura les valeurs com- 
plètes de ces variables. 

Afin que ces valeurs n'augmentent point indéfiniment, et pour 
que l'inclinaison de Téquateur lunaire à l'écliptique soit toujours 
à peu près constante, conformément aux observations, il est né- 
cessaire que le produit (il — C).(JB — C) soit positif; c'est en effet 
ce qui a lieu dans la nature^ car le moment d'inertie C de la 
lune, par rapport à son troisième axe principal autour duquel 
elle tourne, est plus grand que les moments d'inertie i4 et B re- 
latifs à ses deux autres axes principaux, puisque la lune doit être 
plus aplatie dans le sens de ses pôles de rotation que dans tout 

autre sens. 

53. 



$ 
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Pour rapporter les variables 5 et 5' à l'écliptique mobile, nom- 
mons d l'inclinaison de l'équateur lunaire sur cette écliptique, et 
^^ la distance angulaire du premier axe principal au nœud des- 
cendant de l'équateur lunaire, relativement à la même éclip- 
tique; il est facile de voir que l'on aura 

.sin. ^^ — S.c.sin. [gt-h^) = B.sin. ^, 
.COS. ^^ — S.c.cos. [gt-h&) = d.cos. (p; 

en faisant donc s=Q . sin. , s'=d . cos. , on aura 

On voit ainsi que le mouvement de l'équateur lunaire sur l'éclip- 
tique vraie, ou mobile, est indépendant du mouvement de cette 
écliptique, en sorte que l'inclinaison moyenne de cet équateur 
sur l'écliptique vraie reste toujours la même, malgré le déplace- 
ment de cette écliptique; l'attraction de la terre sur le sphéroïde 
lunaire ramenant sans cesse Féquateur de ce sphéroïde au même 
degré d'inclinaison. 

Les deux valeurs de 5 et de 5 ' donnent 

3 m. (il — C).c. sin. (mt-f-^'f-f-ê') 
|-{3m.(A-C)-t-2A9MP.sin.(/f-t-/)-+-F.siD.(ff-i-r)| 
tang. <p — , 3m.(A— C).c'.cos.(m«-+-/fH-€') 1__ 

-t3m.(A— C)-t-24«/'|.jP.cos.(/f-Hl)H-2P'.\/^.cos.(ri-+-/')! 

Supposons d'abord P et P nuls; on aura 

tang. 9 =tang. {mt-\-gt-^-^'). 
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ce qui donne Tune ou l'autre de ces deux valeurs de (^^, 

(p = TV -4- mf-H^f'f H- €', 

TV étant la demi-circonférence ou égal à deux angles droits. Pour 
déterminer laquelle de ces deux valeurs a lieu dans la nature, 
nous observerons que — gt — ê' est la longitude du nœud ascen- 
dant de l'orbite lunaire sur Técliptique vraie, et les observations 
nous apprennent que cette longitude est la même que celle du 
nœud descendant de cet équateur sur cette écliptique; or le mou- 
vement de rotation de la lune étant égal à son moyen mouve- 
ment de révolution, et son premier axe principal étant toujours 
à peu près dirigé vers la terre, on a (^^ plus la longitude du nœud 
descendant de l'équateur lunaire, égal à mf; on a donc 

(^ = mt-^gt-hè\ 

Ainsi la première des deux valeurs de (p^ doit seule être admise; 
l'équation s = d^.s\n. (p^ donnera par conséquent 

^ 3m.(C— i4).c' 

^— 2Ag'-^m.{C-Ay 

d'où l'on tire 

C-A _ 2g% 

A ~ ^m.{c'+ey 

Mayer a trouvé, par ses observations, 0=i65'; on a de plus 

c=tang. 5^7188, et ^ = m. 0,00^019; 

partant 

C-A . 

Les résultats précédents n'ont lieu que dans le cas où les arbi- 
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traîres P el P' sont nulles; examinons le cas dans lequel ces cons- 
tantes, sans être nulles, sont très-petites. On a généralement 

tang. ( - m t-g't- €') = tang.^ -tang.(m^+g7+gO 
^ ^^' ^ ^ 1 +lang.(p^.tang.(m/+jf7+e^ ' 

en substituant, dans le second membre de cette équation, au lieu 
de tang. (p^, sa valeur complète, et faisant, pour abréger, 

^ — 3m. (C — A).c' 

^— 2Ag'^im.{C-Ay 
on aura 

P.sin. [mt+gt+^—lt—I) 



l+F. jv/ ^+ij.sin. {mt+g^t+è^^n-iy 
tang.(^,-mf-^'f-6')= ^ Q-:Acos.(mf+}t+g--/f^i) ' 

'-F. j i/|z| - J .COS. (mf+j/'f+g'+r«+/') 

L'angle (p^ — mt — gt — ê' n'atteindra jamais un angle droit, en 
plus ou en moins, si le dénominateur de cette fraction est cons- 
tamment du même signe que Q, et ne devient jamais nul; car 
il est visible que la tangente de l'angle droit étant infinie, ce dé- 
nominateur serait nul au passage de l'angle (p^ — mt — gt — ê' 
par l'angle droit. Réciproquement, on voit que si ce dénomina- 
teur changeait de signe, il passerait par zéro, ce qui rendrait in- 
finie la tangente de l'angle dont il s'agit, qui deviendrait alors 
un angle droit; ainsi les observations faisant voir que cela n a 
jamais lieu, il en résulte que le dénominateur précédent est cons- 
tamment du même signe que Q, et qu ainsi Q est plus grand que 

p^-2F.v/^5^. ^^ P^"^- l'^^S*^ (p — mt—gt—^' étant tou- 
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jours très-petit, suivant les observations, il en résulte que les 
quantités P et P' sont très-petites par rapport à Q; or l'inclinaison 

de Téquateur lunaire à l'écliptique vraie est égale à yVM^V*; 
cette inclinaison est donc, à très-peu près, constante et égale à 
Q: ainsi le phénomène de la coïncidence des nœuds de l'équa- 
teur et de Torbite lunaire, et celui de la constance de leur incli- 
naison mutuelle, sont liés Tun à l'autre par la théorie de la pesan- 
teur, et les observations qui les donnent simultanément confirment 
admirablement cette théorie. 

Nous avons observé, dans le n** 4, que, relativement à la terre, 
les constantes arbitraires dépendantes de Tétat initial de son mou- 
vement de rotation sont nulles, ou du moins insensibles, par les 
observations les plus précisés. On voit, par ce qui précède et par 
le n^ 15, que le même résultat a lieu pour la lune, et il est na- 
turel de penser qu*il s'étend à tous les corps célestes. On conçoit 
en effet que, sans les attractions étrangères, toutes les parties de 
chacun de ces corps, en vertu des frottements et des résistances 
qu elles opposent à leurs mouvements réciproques, auraient pris, 
à la longue, un état constant d'équilibre, qui ne peut subsister 
qu'avec un mouvement uniforme de rotation autour d'un axe 
invariable; les observations ne doivent donc plus offrir que les 
résultats dus aux. attractions étrangères. 

18. Voyons ce qui résulte des recherches précédentes rela- 
tivement à la figure de la lune. A ei B sont plus petits que C; 
on a vu, dans le n^ 16, que B est plus grand que A, et que 

^ est compris entre les limites o et 0,0018876; enfin nous 

C-A 
avons trouvé, dans le numéro précédent, que — ^ — ^^t ^ f^^* P^^ 

près égal à 0,000699 : tels sont les résultats des observations re- 
lativement aux trois moments d'inertie A, B, C. Comparons-les 
à ceux de la tliéorie de la figure du sphéroïde lunaire. 
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En substituant, pour A, B, C, leurs valeurs données dans le 
n"* 2, on aura, 

B—C i5a.5.p.rf.(a*. y^*^).rf/x.dtff.(i— |i*).cos.2'8r 

C Stt.S .p.d,a* 

C—A i5a.S.p.d.{a\Y^*^).dfi.d^.\[i—ii^).cos*.^—fi*\ 

A Sv.S.p.d.a* 

L'attraction de la terre sur la lune influe sur la figure de ce sa- 
tellite, et l'allonge dans le sens de l'axe dirigé vers cette planète. 
En supposant la lune recouverte d'un fluide en équilibre, et en 
observant que la terre peut être supposée dans le plan de son 
équateur; en prenant enfin pour le premier méridien lunaire où 
l'on fixe l'origine de l'angle 'cr, celui qui passe par le premier et 
le troisième axe principal, et prenant pour unité le premier 
demi-axe; on trouvera, par le n** 29 du troisième livre, 

^.5.p.rf.(a'yw)z=Aa7r.7«.5.p.rf.a» 

3L 

2 r 



!-(f^'-i)- :^-l(i-f*')-cos'-<s^-ih 



g est la force centrifuge d'un point de l'équateur lunaire; cette 
force, à la distance r du centre de la lune, est égale à ^r, et 

puisque le mouvement de rotation de la lune est égal à son moyen 

L 
mouvement de révolution, on aura à très-peu près, gr= — -. 

Nommons X le rapport de la masse L de la terre à celle de la 
lune; nous aurons 

L=YTt .X.S.p .d.a^; 

on aura, cela posé, en observant que par le n** 32, Y^*^ est de la 
forme — h. {(x* — y) -f- ^''^ (i — (i*) . cos. 2 'cr, 

«.5.p.rf.(a'y<")=|.jaA- |^j.(i._(t').5.p.rf.a' (i) 

' ri 

H-y.jaA"" — 7— ; • (1 — (i*).cos.2'US.S.p.d.a'; 
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on aura donc 

B—A J5 ( ,„» 3x' 1 S.p.d.a' 

Dans le cas de la lune homogène, Téquation (i) donne 
ay<«'=|-.(aA--^). (i-f.»)-f-|.jar-|^j. (i-f.«) .COS. a ^; 

en comparant cette expression à celle-ci, 

a r(*)=aA. (I— fjL')-f-ar'. (i— fjt*) .cos. 2 txr, 
on aura 

I 20. A jff/f 10. A « I 

<th=-^^, cth=-^p-=^ah. 

I t 

On peut observer ici que a /i-f- a h"" exprime l'excès du premier 
demi-axe principal dirigé vers la terre, sur le demi-axe du pôle, 
et que ah — ciK" exprime l'excès du second demi-axe principal, 
sur le demi-axe du pôle : dans le cas de l'homogénéité , ces excès 

sont ^ ' ^ et ^ \ , le premier est donc quadruple du second. On 

a dans ce même cas 

B-A _ i5.x^ C-A _5.x^ 
C ~ li.rr A ~ r^' 



- est le demi-diamètre apparent de la lun^, dont nous avons 

pris le demi-diamètre réel pour unité; et, suivant les observa- 
tions, ce demi-diamètre est égal à 291 2*^; ainsi l'on peut suppo- 
ser -=sin. 2912"; ce qui donne 

^. = o,oooooo36i8 .X', — ^ — =0,000000^82 A. X': 
les conditions de A et de B, moindres que C, et de B, plus grand 

TOME II. 54 
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que A y se trouvent alors remplies. Nous avons vu, dans le qua- 
trième livre, que les phénomènes des marées donnent à peu près 

B—A 

X'=59, et alors la condition de ^ plus petit que 0,001 3564, 

est encore remplie; mais la condition de — t — égal à peu près à 

0,000699 est bien loin de l'être, et en supposant même X'=i 000, 
elle ne le serait pas; d'où il suit que la lune n*est pas homogène, 
ou qu'elle est éloignée d'avoir la figure qu elle prendrait si elle 
était fluide. 

Dans le cas où la lune formée de couches de densités variables, 
aurait été primitivement fluide, et aurait conservé la figure d'é- 
quilibre qu'elle a dû prendre alors, il résulte du n"* 30 du troi- 
sième livre, que le rayon du sphéroïde lunaire est, comme dans 
le cas de l'homogénéité, de la forme 

i-+-a. h. (y — (x*) -H-f-a. h. (x — (i*). cos. 2 ^; - 

et alors, comme dans le cas de l'homogénéité, l'excès du demi- 
axe principal dirigé vers la terre, sur le demi-axe du pôle, est 
quadruple de l'excès du second demi-axe principal, sur le demi- 
axe du pôle. L'équation (i) donne 

* ' S.p.d.a"" 4r/ ' 

On a vu dans le numéro cité, du troisième livre, que les valeurs 
de h vont en augmentant du centre à la surface, tandis que les 
densités vont en diminuant, en sorte que l'on peut supposer à 
la surface, 

S.p.d. (a*A) = (i— ^). k.S.p.d.a\ 

q étant positif; on aura ainsi 



5 
a/i= 



4- ^, 



. / X S.p.d, a^ 
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Présentement on a h'"=^h; on aura donc 

JL 



C S.p.d.a^ — j.{i—(i)S.p.d.a^ * 

^ . . (i — q). S.p.d.a^ 

C—A r/ ^ ^^ ^ 

A S.p.d.a^—j.[i—q).S.p.d.a^ ' 

Il est facile de voir que le cas de rhomogénéité est celui dans le- 

quel la valeur de — -j— est la plus grande, puisque les densités 

diminuant du centre à sa surface, S.p.d.a' est plus grand que 
S.p.d.a'; or nous venons de voir que, la lune étant homogène, 

C—A 
la valeur de — j— est considérablement moindre que suivant les 

observations ; la lune n'a donc point la figure d'équilibre qu elle 
aurait prise, si elle avait été primitivement fluide. 

On peut imaginer une infinité d'hypothèses dans lesquelles 
les moments d'inertie A, B, C, satisfont aux conditions précé- 
dentes: sans doute les hautes montagnes et les autres inégalités 
que l'on observe à la surface de la lune ont sur la différence de 
ces moments d'inertie une influence très-sensible, et d'autant 
plus grande que l'aplatissement du sphéroïde lunaire est fort 
petit, et sa masse peu considérable. 

19. Il reste à considérer l'influence de l'action du soleil sur 

les mouvements de l'équateur lunaire; mais sans entrer dans la 

discussion de cette action, il est facile de se convaincre qu'elle est 

insensible. Car S exprimant la masse du soleil , et / sa distance 

S 
moyenne à la lune, ou à la terre, cette action est de l'ordre -^^; 

elle est donc, par rapport à l'action de la terre sur la lune, dans 

le rapport de -^^ à —7 : or la théorie des forces centrales donne 

54. 



428 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

ce rapport égal au carré du temps de la révolution sidérale de la 
lune , divisé par le carré du temps de la révolution sidérale de la 
terre, c est-à-dire, égal à ytt environ. On voit donc que Faction 
du soleil sur le sphéroïde lunaire peut être négligée par rapport 
à l'action de la terre sur le même sphéroïde. 
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CHAPITRE IIL 



DES MOUVEMENTS DES ANNEAUX DE SATURNE, AUTOUR DE LEURS CENTRES 

DE GRAVITÉ. 



20. En traitant de la figure des anneaux de Saturne, on a vu 
que chaque anneau est un solide dont le centre de figure coïn- 
cide à peu près avec celui de Saturne, mais dont le centre de 
gravité peut et doit se trouver dans un point différent. Ce centre 
tourne autour de la planète, dans le même temps que l'anneau; 
et il est aisé de voir que l'anneau tourne autour de son centre de 
gravité, dans le même temps qu'autour de Saturne. L'action du 
soleil et des satellites sur ces anneaux doit produire dans leurs 
plans, des mouvements de précession analogues à ceux de l'é- 
quateur de la terre, et cette action étant différente pour chacun 
des anneaux, il semble que ces mouvements doivent être diffé- 
rents, et qu'ainsi les anneaux doivent à la longue cesser d'être à 
peu près dans un même plan , ce qui paraît contraire aux obser- 
vations : car quoiqu'il ne se soit pas encore écoulé deux siècles 
depuis leur découverte, cependant s'ils n'étaient pas assujettis à 
se mouvoir dans le même plan, il faudrait supposer qu'ils ont 
été découverts précisément à l'époque où leurs plans coïncidaient, 
ce qui est bien peu vraisemblable; il exiiste donc très-proba- 
blement une cause qui les retient dans un même plan fixe ou 
variable. Mais quelle est cette cause? Sa recherche est l'objet de 
l'analyse suivante. 

21. Nous pouvons encore ici faire usage des équations [U) 
du n"* 1. Déterminons les valeurs de dN, dN' et dN", relatives 
soit à l'action de Saturne sur un anneau, soit à l'action d'un 



v= 


r r ^ 


r* r * 
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astre éloigné L. Considérons d'abord Faction de Saturne , et nom- 
mons V la somme de toutes les molécules de Saturne divisées 
par leurs distances respectives, à une molécule quelconque dm, 
de l'anneau; soit r le rayon qui joint cette molécule au centre de 
Saturne, et (x, le cosinus de l'angle que ce rayon forme avec 
l'axe de rotation de Saturne. Représentons par 

1 -h a Y^'^ -h a r^^J -f- a 7^*^ -h etc. 

le rayon du sphéroïde de Saturne, et par a 9' le rapport de la 
force centrifuge à la pesanteur, à son équateur; la masse de Sa- 
turne étant prise pour unité, on aura, par le n"* 35 du troisième 
livre , 

^i Y{^)^JL(^^' ^.«_±M ^ y (3) ^ y (4) 

etc. 

Cette valeur de V se réduit à peu près à ses deux premiers termes, 
si / est un peu grand relativement au rayon du sphéroïde de 
Saturne, pris ici pour unité de distance. D'ailleurs, si cette pla- 
nète est un sphéroïde de révolution, comme il est naturel de le 
supposer, on a 7^*^ = 0, F^*^:z=o, etc. ce qui rend exacte la ré- 
duction de F à ses deux premiers termes; on peut donc supposer 

r r^ 

La fonction Y^'^ se réduit, comme on Ta vu dans le n*^ 2, à cette 
forme , 

Y^'^ = h. (i — fJt') +A". (l — ft'). COS. 2W. 

Si Saturne est un solide de révolution , h"" est nul ; mais dans le 
cas même où cette quantité serait comparable à h, il est facile 
de s'assurer que son influence sur les mouvements de l'anneau 
est insensible , à cause de la rapidité du mouvement de rotation 
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de Saturne. Nous supposerons donc /i'"'=o, et par conséquent, 

T/_» (aA->(pO.(f.'-i) 

r r' 

ah étant évidemment l'aplatissement de Saturne. 

Maintenant x, y, z , étant les coordonnées de la molécule dm, 
relativement au centre de gravité de l'anneau, on a, par le n° 3, 

d!V ç 1 \ > fdV\ , (dV 
-^=S.dm.)^x.\^^-y.\j^ 

dN" ç , ( , (dV\ , (dV\\ 

-dr=^-^'^-\y '\d7)~^-W)\ 

Pour déterminer V, nous ferons abstraction de la largeur de Tan- 
neau, que nous considérerons ainsi comme une ligne circulaire 
d'inégale densité dans les diverses parties de sa circonférence, et 
dont le centre est à très-peu près celui de Saturne. En désignant 
par Xy Y, Z, les coordonnées du centre de gravité de l'anneau, 
rapportées au centre de Saturne; X-{-x\ Y-]-y et Z-f-z', seront 
les coordonnées de la molécule dm, rapportées au même centre. 
Si Ton prend pour le plan des x et des j, celui de l'équateur de 
Saturne, que nous supposerons d'abord invariable, on aura 



v/(A-f.a;')'-f-(r-f.y)«^-(z-f-z')% ft: 



Z+z' 



Nommons a; , y , z , les coordonnées du centre de la circonférence 
de l'anneau, rapportées au centre de Saturne; ces coordonnées 
étant supposées assez petites pour que l'on puisse négliger leurs 
carrés et leurs produits par a, on aura 

x,[X+x')+y,[7+y)+z,[Z+z') 
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r' étant le rayon de la circonférence de Tanneau; si l'on observe 
ensuite que l'on a, par la nature du centre de gravité de l'anneau, 
fx'dm=^o, fy dm = o, fz dm=o, on aura 



dN 

= o, 



dt 
dN' 



dt -= \,,''" .jxz.dm, 

Concevons que l'inclinaison du plan de Tanneau sur le plan de 
Véquateur soit très-petite, en sorte que Ton puisse négliger son 
carré, ce qui revient à supposer siu.O=0, cos. = i; prenons 
ensuite pour Taxe des x l'intersection même du plan de l'anneau 
avec celui de l'équateur de Saturne : cela posé , les valeurs de 
X, y, z du n** 26 du premier livre deviendront 

x=ix . COS. (p — y . sm. ^ , 

y =x .sm. (p-hy .COS. (p-^z .u, 

z = z — y . d. COS. (p — X. 0. sin. (p, 

d'où l'on tirera par le même numéro, 

dN _ 
dt 

dN__ ^^^.(5-i).<?.sin.a^, 

dN' _ 
dt ~ 



o. 



''•^^-;^'\ {B-A).d.cos.2(p- '''^^-;'^'\ {A+B-aC).e. 



Considérons présentement les valeurs de -jr^ —tt- et -^, rela- 
tives à l'action d'un astre quelconque L, éloigné de l'anneau. En 
nommant X\ Y\ Z" les trois coordonnées de cet astre, rappor- 
tées au centre de gravité de l'anneau , et parallèles à ses trois 
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axes principaux, et r sa distance à ce point, on aura par le n"* 3, 
en rapportant les valeurs de diV, dlS' et dN" aux mêmes coor- 
données , 

^ = ^.(C-B).rz'. 

Nous pouvons supposer sans erreur sensible, dans ces expressions, 
que Torigine des coordonnées X\ Y" y Z\ est au centre même de 
Saturne, ainsi que l'origine de r. Nommons X\ T', Z', les coor- 
données de l'astre jL, rapportées au plan de l'équateur de Saturne, 
l'axe des X étant la ligne d'intersection du plan de l'équateur, 
et de celui de l'anneau ; on aura entre A', Y\ Z\ X\ Y\ Z", les 
mêmes relations que les précédentes entre Xy y y z, a;'',y', z", d'où 
l'on tire 

X'=X. COS. (p-f- r.sin. (p — eZ'.sin. (p, 

r= r. COS. (p— r. sin. c^—ez'. cos. 9, 
z"=z'^er; 

et par conséquent , 

XT= ^^^'"^^^') .sin.2 9+rr.cQs.2 9 
— 0Z'.{r.sin.29+X.cos.29}, 

rz'=z'r.sin.9+z'r.cos.9+0.|(r*-z'»).sin.9+rr.cos.9i, 

rZ' = Z'r.cos.9--Z'X.sin.9+0.i(r*-Z'«).cos.9-A'r.sin.9|. 

Nommons v l'angle que le rayon r forme avec la ligne d'intersec- 
tion de l'orbite de L, et de l'équateur de Saturne; soit ^ l'angle 
que l'intersection du plan de l'anneau et de Téquateur forme avec 
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cette intersection, et 0' Tinclinaison de Torbite de L, sur le plan 
de Téquateur de Saturne; on aura 

X'= r. COS. V. COS. -^ — /. sin. v. cos. ô'. sin. \f/, 
r'= /. COS. V. sin. y^/ -f- r. sin. v. cos. 9\ cos. \f/, 
= r.sin. V. sm.O ; 

ce qui donne en négligeant les termes dépendants des sinus et 
cosinus de Tangle v et de ses multiples, et ceux qui dépendent 
de l'angle i(p, tous ces termes restant insensibles par les inté- 
grations , 



XZ'= ^.sin.0'.cos.0'.sin.((p-x|/)+ ^.{cos\0-|.sin\0'j.sin.(p 

7". ô. sin*. &. sin. (^ — 2 >//) , 

YZ'= — .sin.0'.cos.ô'.cos.((p-\|/)+ — .jcos\e'— i-.sin\ô'j.cos.(p 



r"« 



^. ô. sin*. 0'. COS. (^ — 2 \|/ ) . 



On aura donc par l'action de l'astre L, 
dN' 3L 



l (Q_j^\ (sin.0'.cos.0'.sin. ((p — >//)-4-|cos\ô' — ^sin*.ô'}.ô.sin.^) 

dl 2r^'^ ^(— |0.sin\0'.sin.(^— 2x|/) (' 

dis' SL .^g. (sin.0\cos.ô'.cos.((p— \|/)-|-|cos*.0'— |.sin*.0'{.0.cos.(pj 



rff ar 



|0.sin\0'.cos.((p — 2\|/) 



On doit observer ici que ces valeurs de —r- et --j— se rapportent 

au plan même de l'anneau et à ses axes principaux, au lieu 
que les valeurs précédentes, relatives à l'action de Saturne, se 
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rapportent au plan de Téquateur de Saturne; il faut donc, en 
substituant dans Téquation [D) du n® 1, les expressions précé- 
dentes relatives à raction de Saturne, supposer dans cette équa- 
tion, sin. 0=0, et cos. 0=i, à cause de la petitesse de dont 
nous négligeons le carré; mais en substituant dans la même 

équation les valeurs précédentes de -j— et ^r— relatives à l'ac- 
tion de l'astre L, il faut supposer auparavant dans cette équation, 
sin.0 = o, cos.0=:i, sin. 9 = o, et cos.^=i; on aura donc, 
en réunissant toutes ces valeurs , 

dp , {B- 
dt 



dr_ 
dt 



(£-)..,=a^l(^-)..eos., 



2r 

3L 

2 r 



Y^^y{sin.0^cos.ô^cos.((p--\|/)-•iô•sin^ô^cos•((p-2^^ 



i^ /i^Vjcos^.e'-i.sin^.ô'j.e.sin.ip 



H n-l — jT- |.|sin.ô',cos.0^sin.((p— \|/)— 5-.0.sin*.ô'.sin.((p— 2^)|> 

r et ^ étant supposés très-petits , nous pouvons négliger le pro- 
duit I — TT- j.rqf, ce qui donne -^ =o, ou p constant. Nous fe- 
rons ensuite , comme dans le n" 1 7 , 

0. sin. ^=s, 0. COS. (p =s ; 

ce qui donne par le numéro cité 

ds , d$ 

r=z-^—ps, (i = — — —ps. 

55. 
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En substituant ces valeurs, dans les équations différentielles 
précédentes, en (j et r, elles deviennent,. 

dds (C-B-A\ ds' /C-A\ , 
IF -^\-^—) 'P- W ^i-B-j '^-' 

= — 5^.(— ^— J.{sin.0'.cos.0'.sin.(^ — t^) — •5-.(9.sin'.0'.sin.((p — 2i|/)!, 

dds' (C-B-A\ ds /C-B\ . , 

IF. -\—Â—)'P-iû ^[-ir)-^-' 

= — w^ .l—^\ .{sin.d' .cos.d\cos.{<p — \|/) — |.0.sîn\0'.cos.((p — 2\f^)j, 



e* étant égal à 



P*-H ^^%^^ ^ër-l cos'. e'-\. sin«. e' j . 



r * 2r 



Les équations précédentes se simplifient, en observant que dans 
le cas présent on a, par le n"* 26 du premier livre, A-\-B=C, ce 
qui réduit ces équations aux suivantes, en négligeant, dans leurs 
seconds membres, les termes multipliés par 0; 

--j— -f- e»5 = ^ . sin. &. COS. &. sin. ( ^ — ^) , 

-TjT -+- fi*5 — '—ïï^ • sin. &. COS. B\ COS. ( ^ — ^). 

Si Ton considère l'orbite de L comme invariable, on aura, par 
le n^ 4, 

d<^ — d^=pdt, 
et par conséquent 

9 — •^=/>fH-/, 
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/ étant une arbitraire; les équations différentielles en s et s don- 
neront ainsi, en les intégrant, 



TTT.sin.ô'. COS. 0' 



s = M.sm.{et'hE) — ; .sin. ((p — \|/), 



-^.sin.0'. COS. ô' 



s=M'. COS. (e f-t-jB') — — j— ■; . COS. ( ^ — >f^ ) , 

e p 

M, E, M\ E' étant quatre arbitraires. L'inclinaison du plan de 
l'anneau à celui de Téquateur de Saturne est égale à y/^^-f-/*; 
il faut donc, pour que cette inclinaison reste toujours très-petite, que 

ûT .sin.ô'.cos. d' 



M et M' soient très-petits, et que le coefficient j— -^ 

soit peu considérable: or cela n'aurait pas lieu, si Saturne était 
parfaitement sphérique; car alors on aurait 

e* — p*= — ^. j cos*. 0' — Y- sin*. d'\ , 

et le coefficient précédent deviendrait -. — ^ ', \ — '. , ^, ; il serait 

^ CCS*. 6 — Y-sm*. fl 

par conséquent très-sensible. 

Si Saturne est aplati, en vertu d'un mouvement de rotation, 

ce coefficient devient 

— ^. sin. d\ COS. 0' 
2r' 



— ^ u'^ ^ H WT . cos*. — |. sm\ e 

r • 2r* ^ ' 

Supposons que L soit le soleil , et que r soit la distance du centre 
de Saturne à son dernier satellite; nommons T la durée d'une 
révolution sidérale de Saturne, et T celle d'une révolution sidé- 
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raie de son dernier satellite , la masse de Saturne étant prise pour 
unité, on a par le n"* 25 du second livre 



r"'" r;'\r )' 



ce qui change ie coefficient précédent dans celui-ci 



-7-^.(-~r) .sin. O'.cos. 6' 



les observations donnent, le demi-diamètre de Saturne étant pris 
pour unité, 

r=io759J^"»,o8, 
r=79i,3296, 

r = 59,i54, 
0' = 33^; 

nous supposerons ensuite r'=2 , ce qui diffère peu de la vérité; 
on aura aînsi le coefficient dont il s'agit, réduit en secondes, 

égal à 

0^001727 

a.{h—j<p )+o, 0000000039824' 

On voit que ce coefficient, qui serait très-considérable si a.(A— -5-9) 
était nul, devient très-petit, et insensible, lorsque cette quantité 
a une valeur sensible. Alors l'action de Saturne retient Tanneau 
toujours à peu près dans le plan de son équateur; ainsi les di- 
vers anneaux de Saturne sont par là maintenus dans un même 
plan. Telle est donc la cause de ce phénomène, qui m'avait fait 
reconnaître le mouvement de rotation de Saturne avant que 
l'observation de ses taches l'eût fait apercevoir. 

22. Il est facile de voir par l'analyse précédente que l'action 
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du cinquième satellite de Saturne ne doit point sensiblement 
écarter d'un même plan les divers anneaux de cette planète. 
Quant à l'action mutuelle des anneaux et à celle des satellites de 
Saturne ) qui se meuvent à très-peu près dans leur plan, il est 
visible qu elles ne peuvent pas altérer leur coïncidence. 

Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de sa- 
tellites, on conçoit que l'action de Téquateur de Saturne, qui 
maintient dans son plan ceux de ses divers anneaux, doit, par la 
même raison, maintenir dans ce même plan les orbites des sa- 
tellites situées primitivement dans ce plan. Réciproquement, 
si les divers satellites d'une planète se meuvent dans un même 
plan fort incliné à celui de son orbite, on peut en conclure qu'ils 
y sont maintenus par l'action de son équateur; et qu'ainsi cette 
planète a un mouvement de rotation autour d'un axe à peu près 
perpendiculaire au plan des orbites de ses satellites. On peut 
donc affirmer que la planète Uranus dont tous les satellites se 
meuvent dans un même plan presque perpendiculaire à l'éclip- 
tique, tourne sur elle-même autour d'un axe très-peu incliné à 
l'écliptique. 

Les termes de l'expression de 6 qui dépendent des actions du 
soleil et du dernier satellite de Saturne étant insensibles, et les 
dimensions de l'anneau n'entrant point dans les autres termes, 
il est clair que si plusieurs anneaux concentriques sont fixement 
attachés ensemble, et se meuvent à peu près dans le plan de 
l'équateur de Saturne, l'action du soleil et du dernier satellite 
ne les en écartera pas sensiblement : ainsi ce résultat que nous 
avons trouvé pour un anneau, en faisant abstraction de sa lar- 
geur, a également lieu pour un anneau d'une largeur quelconque. 

La seule partie de l'expression de d qui puisse être sensible, 
dépendant de coefficients arbitraires, et étant indépendante de 
la position de l'équateur de Saturne, relativement à son orbite 
et à celle de son dernier satellite, il en résulte que cet équateur, 
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dans le mouvement très-lent que Taction du soleil et de ce sa- 
tellite lui imprime, emporte avec lui les plans de ses anneaux 
et des orbites des satellites, primitivement situées dans ce plan. 
C'est ainsi que nous avons vu, dans le n*^ 17, que le plan de Té- 
cliptique dans son mouvement séculaire, entraîne les plans de 
Téquateur et de l'orbite lunaire, de manière à rendre constantes 
l'inclinaison mutuelle de ces trois plans et la coïncidence de leurs 
intersections. 
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